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Cours Analyse

Année universitaire 2023-2024

Les mathématiques que vous avez étudiées au lycée étaient souvent présentées de maniere pratique, axée sur 'application
et la résolution de problemes concrets. Mais apres le baccalauréat, la maniere d’aborder les mathématiques évolue : on se
penche davantage sur la rigueur, la structure, et la théorie sous-jacente.

Au cours de vos études supérieures, vous allez découvrir que les mathématiques ne sont pas simplement une collection
de formules ou d’équations a mémoriser. Elles constituent un langage, un moyen d’exprimer des idées et de décrire les
phénomenes du monde qui nous entoure. Dans ce cadre, la construction et la compréhension des objets mathématiques
sont essentielles.

Ce cours d’Analyse est congu pour jeter les bases solides nécessaires a votre parcours académique et professionnel. Il vise
a introduire, de maniere rigoureuse et approfondie, les outils et concepts fondamentaux qui vous accompagneront tout au
long de vos études. Au programme :

1. L’ensemble des réels : 1a fondation sur laquelle repose la plupart des mathématiques que vous étudierez;

2. Les suites des nombres réels : une premiere approche des séquences et de leur comportement a I'infini ;

3. Limites et continuité d’une fonction numérique : comprendre le comportement des fonctions dans divers
contextes ;
Dérivabilité d’une fonction numérique : étude des variations et des comportements locaux d’une fonction;
Fonctions usuelles : exploration approfondie des fonctions courantes et de leurs propriétés;
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Développements limités : techniques permettant d’approximer les fonctions pour en faciliter I'étude ;
7. Calcul Intégral : méthodes et concepts associés au calcul d’intégrales.

Le contenu de ce cours s’inspire de plusieurs références clés que les étudiants sont encouragés a consulter pour approfondir
leur compréhension. Ces références, dont certaines ont été utilisées pour élaborer des sections spécifiques et d’autres pour
concevoir certains exercices, incluent :

— Analyse

— Bibm@th

— AlloSchool

— Mathématiques tout-en-un lére année : cours et exercices corrigés : MPSI, PCSI
Ce cours a pour objectif d’offrir aux étudiants une formation approfondie en Analyse, tout en tenant compte des besoins
spécifiques et des applications pertinentes a I'informatique. L’analyse est en effet un pilier essentiel dans de nombreux
domaines de I'informatique, de 'algorithmique a 'optimisation en passant par la modélisation. Nous espérons que ce
cours éclairera votre chemin vers une maitrise approfondie des mathématiques et de leurs nombreuses applications en
informatique.

0.1 Les nombres réels

Le présent Chapitre contiendra :
1. L’ensemble des nombres rationnels Q
Propriétés de R
Densité de Q dans R
Borne supérieure

wokwe

Exercices

0.1. Les nombres réels 1
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0.1.1 Les nombres rationnels

L’écriture décimale

Par définition, ’ensemble des nombres rationnels est

Q:={§|p€Z,q€N*}

Par exemple : %, ;—17, % = %, etc...
Les nombres décimaux, c’est-a-dire les nombres de la forme ﬁ, avec a € Z, n € N fournissent d’autres exemples:
1234 345
1,234 =1234 x 1073 = t 0,00345 = 345 x 107° =
’ % 1000 © X 100000

Définition

Un nombre est rationnel si et seulement s’il admet une écriture décimale périodique ou finie.

Exemple

le nombre % est rationnel car:

Nous n’allons pas donner la démonstration mais le sens direct ( = ) repose sur la division euclidienne. Pour la réciproque
(<) voyons comment cela marche sur un exemple : Montrons que x = 12, 3420212021 ... est un rationnel.

L’idée est d’abord de faire apparaitre la partie périodique juste apres la virgule. Ici la période commence deux chiffres
apres la virgule, donc on multiplie par 100 :

100z = 1234, 20212021 ... Q)

Maintenant on va décaler tout vers la gauche de la longueur d’une période, donc ici on multiplie encore par 10 000 pour
décaler de 4 chiffres :

Maintenant on va décaler tout vers la gauche de la longueur d’une période, donc ici on multiplie encore par 10 000 pour
décaler de 4 chiffres :

10000 x 100z = 12342021, 2021 ... )

Les parties apres la virgule des deux lignes (1) et (2) sont les mémes, donc si on les soustrait en faisant (2) - (1) alors les
parties décimales s’annulent :

10000 x 100z — 100z = 12342021 — 1234

Donc 9999002 = 12340787 donc x = 13338537, z est bien un nombre rationnel.
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V2 n’est pas un nombre rationnel

Il existe des nombres qui ne sont pas rationnels, les irrationnels. Les nombres irrationnels apparaissent naturellement dans
les figures géométriques : par exemple la diagonale d’un carré de coté 1 est le nombre irrationnel v/2; la circonférence
d’un cercle de rayon % est 7 qui est également un nombre irrationnel. Enfin e = exp(1) est aussi.

Nous allons prouver que v/2 n’est pas un nombre rationnel.

Proposition

v/2 est un nombre irrationnel.

Par I'absurde supposons que /2 soit un nombre rationnel. Alors il existe des entiers p € Z et ¢ € N* tels que v/2 = %
de plus, ce sera important pour la suite— on suppose que p et ¢ sont premiers entre eux (c’est-a-dire que la fraction % est
sous une écriture irréductible).

En élevant au carré, I'égalité v/2 = % devient 2¢> = p?. Cette derniére égalité est une égalité d’entiers. L’entier de gauche
est pair, donc on en déduit que p? est pair; en termes de divisibilité 2 divise p?. Mais si 2 divise p?

Alors 2 divise p (cela se prouve par facilement I'absurde). Donc il existe un entier p” € Z tel que p = 2p’

Démonstration

Repartons de I'égalité 2¢> = p? et remplacons p par 2p’. Cela donne 2¢ = 4p’2. Donc ¢ = 2p’2. Maintenant cela
entraine que 2 divise g2 et comme avant alors 2 divise ¢. Nous avons prouvé que 2 divise  la fois p et g. Cela rentre en
contradiction avec le fait que p et ¢ sont premiers entre eux. Notre hypothese de départ est donc fausse : v/2 n’est pas un
nombre rationnel.

Comme ce résultat est important en voici une deuxieéme démonstration, assez différente, mais toujours par I'absurde. Autre
démonstration. Par I'absurde, supposons V2 = %, donc ¢v/2 = p € N. Considérons I'ensemble

N = {neN|nv2e N}

Cet ensemble n’est pas vide car on vient de voir que V2 = p € Ndonc ¢ € V. Ainsi NV est une partie non vide de N,
elle admet donc un plus petit élément 1, := min V.

Posons
ny = ”0\/5_”0 = ”o(\/i— 1)

1l découle de cette derniére égalité et de 1 < v/2 < 2 que 0 < ny < ny.

De plus 7, V2 = (ngv/2 — ny)V2 = 2ny — nyv/2 € N. Donc n, € N et n, < n, : on vient de trouver un élément n,,
de V strictement plus petit que n, qui était le minimum. C’est une contradiction. Notre hypothese de départ est fausse,
donc \@ est un nombre irrationnel.

0.1.2 Propriétés de R
Addition et multiplication

Ce sont les propriétés dont on a habitué. Pour a, b, ¢ € R, on a:

—a+b=b+a
—axb=bxa
—a+0=a
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—axl=asia#0
—a+b=0<a=-b
—ab=1<a=
— (a+b)+c=a+(b+¢)

— (axb)xc=ax(bxc)
—ax(b+c)=axbt+axc
axb=0«< (a=00ub=0)

On résume toutes ces propriétés en disant que :

(S

Proposition

(R, 4+, x) est un corps commutatif.

Ordre sur R

Nous allons voir que les réels sont ordonnés. La notion d’ordre est générale et nous allons définir cette notion sur un
ensemble quelconque. Cependant gardez a I’esprit que pour nous £ = Ret X =<

Définition
Soit E un ensemble.

1. Une relation R sur F est un sous-ensemble de I'ensemble produit E x E. Pour (z,y) € E x E, on dit que x est
en relation avec y et on note xRy pour dire que (z,y) € R.
2. Une relation X est une relation d’ordre si
— R est réflexive : Pour tout © € E, xRz
— R est antisymétrique : pour tout x,y € E, (zRy etyRx) = = = y.
— R est transitive : pour tout ., y, z € E, (xRy etyRz) = xRz

Définition
Une relation d’ordre R sur un ensemble E est totale si pour tout =,y € E on a xRy ou yRz. On dit aussi que (E, R)
est un ensemble totalement ordonné.

Proposition

La relation < sur R est une relation d’ordre, et de plus, elle est totale.

Nous avons donc:
— pourtout x € R,z < x,
— pourtout z,y € R,siz < yety < xalorsx =y,
— pourtoutz,y,z € Rsiz <yety < zalorsz < z.

Remarque

Pour (z,y) € R? on a par définition:
r<ysy—recR,
r<ysr<y et xFy

Les opérations de R sont compatibles avec la relation d’ordre < au sens suivant, pour des réels a, b, ¢, d :
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a<b et c<d)=a+c<b+d
a<b et ¢c>0)=axc<bxc

Définition
On définit le maximum de deux réels a et b par:

asia>b
bsib>a

max(a, b) = {

Propriété d’Archimede

Proposition (Propriété d’Archimede)

R est archimédien, c’est-a-dire:
VreR,dneN;n>zx

Autrementdit, Pour tout réel x, il existe un entier naturel n strictement plus grand que x.

Cette propriété peut sembler évidente, elle est pourtant essentielle puisque elle permet de définir la partie entiere d’'un
nombre réel:

Proposition (partie entiére)

Soit € R, il existe un unique entier relatif, la partie entiere notée E(x), tel que:

E(z)<z<E(r)+1

Exemple
— E(2,853) = 2,E(m) =3, E(—3,5) = —4.
— E@x)=3<3<z<4

Pour la démonstration de la proposition de la partie entiere il y a deux choses a établir: d’abord qu’un tel entier E'(x) existe
et ensuite qu’il est unique:

Preuve
— Existence
Supposons z > 0.

Par la propriété d’Archimede il existe n € N tel que n > z.
L’ensemble K := {k € N; k < z} est donc fini (car pour tout k dans K, ona 0 < k < n).
Il admet donc un plus grand élément k,,, ... = max K.

Onaalors k,,,, < xcark,,, € K, etk +1>xcark maz < T < Kppox

donc E(x) =k

+1¢ K.Donc k + 1 et on prend

max max

max*®
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— Unicité:
Si k et I sont deux entiers relatifs vérifiant k < x < k+letl <z <l+1,onadonck <z <!+ 1.

donc par transitivité k < [ + 1.

En échangeant les roles de [ et k, ona aussi [ < k + 1.

On en conclut que ! — 1 < k < [+ 1, mais il n’y a qu’un seul entier compris strictement entre [ — 1 et [ + 1, c’est [.
Ainsi k = [.

Le cas x < 0 est similaire.

Valeur absolue

Définition

Pour un nombre réel x, on définit la valeur absolue de x par:

x si x>0,
|lz| = ,
—x si <0

Proposition
1. |z| >0, |z|=|—=2|; |z|>0<2+#0
2. Va2 = |z
3wyl = |2llyl

4. Inégalité triangulaire: |z + y| < |z| + |y
Nl =yl < |z =yl

W

Sur la droite numérique, |z — y| représente la distance entre les réels z et y; en particulier |x| représente la distance entre
lesréels zet0. Deplusona |z —a|<r<a—r<z<a+r.

0.1.3 Densité de Q dans R

Intervalle

Définition
Un intervalle de R est un sous-ensemble I de R vérifiant la propriété:

Va,bel, Ve eR, (a<z b=zl

Remarque

Par définition;
— I = () est un intervalle.
— I = R est aussi un intervalle.
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Définition

Un intervalle ouvert est un sous-ensemble de R de la forme |a, b[= {z € R, a < z < b}, oli a et b sont des éléments de
R.

La notion de voisinage sera utile pour les limites.

Définition

Soit a un réel, V' C R un sous-ensemble. On dit que V' est un voisinage de a s’il existe un intervalle ouvert I tel que a € I
etlI CV.

Densité

Théoréme

1. Q est dense dans R : tout intervalle ouvert (non vide) de R contient une infinité de rationnels.
2. R\ Q est dense dans R : tout intervalle ouvert (non vide) de R contient une infinité d’irrationnels.

0.1.4 Borne supérieure

Maximum, minimum

Définition
Soit A une partie non vide de R. Un réel « est un plus grand élément de Asi: o € Aet Ve € A, x < a. S’il existe, le

plus grand élément est unique, on le note alors max A. Le plus petit élément de A, noté min A, s’il existe est le réel « tel
quea € AetVz € A, x > «.

Le plus grand élément s’appelle aussi le maximum et le plus petit élément, le minimum. Il faut garder a I'esprit que le plus
grand élément ou le plus petit €lément n’existent pas toujours.

Exemple

— 3 est un majorant de |0, 2;

— —7,m, 0 sont des minorants de |0, +oo[ mais il n’y a pas de majorant.
Si un majorant (resp. un minorant) de A existe on dit que A est majorée (resp. minorée). Comme pour le minimum et le
maximum il n’existe pas toujours de majorant ni de minorant, en plus on n’a pas l'unicité.

Soit A = [0, 1]
1. les majorants de A sont exactement les éléments de [1, +00],
2. les minorants de A sont exactement les éléments de | — oo, 0].

0.1. Les nombres réels 7
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Borne supérieure, borne inférieure

Définition
Soit A une partie non vide de R et « un réel.

1. «estlaborne supérieure de A si a est un majorant de A et si c’est le plus petit des majorants. S’il existe on le note
sup A.

2. « est la borne inférieure de A si « est un minorant de A et si c’est le plus grand des minorants. S’il existe on le
note inf A.

Exemple

Soit A =]0, 1].
1. sup A = 1 : en effet les majorants de A sont les éléments de [1, +o00[. Donc le plus petit des majorants est 1.
2. inf A = 0 : les minorants sont les éléments de ] — 0o, 0] donc le plus grand des minorants est 0.

— sup[a,b] = b,
— inf[a,b] = q,
— supla, b[=b,
— 10, +oo[ n’admet pas de borne supérieure,
— inf]0, +-00[= 0.
Théoréme

Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supérieure.

De la méme fagon : Toute partie de R non vide et minorée admet une borne inférieure.

Proposition (Caractérisation de la borne supérieure)

Soit A une partie non vide et majorée de R. La borne supérieure de A est I'unique réel sup A tel que
1. siz € A, alors x < sup A,
2. pour tout y < sup A, il existe z € A tel que y < =x.

0.1.5 Exercices
Exercice 1

Comment définir max(a, b, ¢), max(ay, ..., a,,) ? Et min(a, b) ?
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Exercice 2

1. Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction : 0,1212;0,1212....; 78, 33454545...
2. Sachant v/2 ¢ Q, montrer que 2 — 3v/2 ¢ Q, 1 — % ¢ Q.

3. Notons D I'ensemble des nombres de la forme 55 avec a € Z et n € N. Montrer que % ¢ D. Trouver x € D tel
que 1234 < z < 1234,001

4. Montrer que % ¢ Q.

Exercice 3

1. Démontrer quesirT € Qetx ¢ Qalorsr + = ¢ Qetsir # O alors rz ¢ Q.
2. Montrer que v2 ¢ Q.
3. En déduire que : entre deux nombres rationnels il y a toujours un nombre irrationnel.

Exercice 4

est irrationnel.

(3
Montrer que
T Tn2)
Exercice 5
Le maximum de deux nombres x, y (c’est-a-dire le plus grand des deux) est noté max(z, y). De méme on notera min(z, /)

r+y+ |z —yl r+y—|z—yl

5 et min(z,y) = 5

le plus petit des deux nombres z, y. Démontrer que : max(z,y) =

Trouver une formule pour max(x, y, z).

Exercice 6

Déterminer la borne supérieure et inférieure (si elles existent) de : A = {u,,|n € N} en posant u,, = 2™ si n est pair et
u,, = 27" sinon.

Exercice 7

Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément,
le plus petit élément des ensembles suivants :

[0,1] N Q;]0, 1[NQ; N; {(—1)n + %m € N*}

0.1. Les nombres réels 9
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Exercice 8

Soient A et B deux parties bornées de R. On note A + B = {a + b|(a,b) € A x B}.
1. Montrer que sup A + sup B est un majorant de A + B.
2. Montrer que sup(A + B) = sup A + sup B.

Exercice 9

Soit A et B deux parties bornées de R. Vrai ou faux?
1. AC B=supA <supB,

AC B=infA<infB,

sup(A U B) = max(sup A, sup B),

sup(A + B) < sup A + sup B,

sup(—A) = —inf A,

sup A + inf B < sup(A + B).

AN ol

Exercice 10

1. Soient et y deux réels. Montrer que |z| > ||z + y| — |y]|.
2. Soient xy, ..., z,, des réels. Montrer que |z, + ... + z,,| < |z1] + ... 4+ |z,,|. Dans quel cas a-t-on égalité?
3. Soient 2,y > 0 des réels. Comparer E(x + y) avec E(x) + E(y). Comparer E(zy) et E(z)E(y).

0.2 Les suites des nombres réels

Le présent Chapitre contiendra :

1. Suites réelles: Définitions générales
Convergence d’une suite réelle
Suites adjacentes
Suites récurrentes

wok v

Exercices

0.2.1 Suites réelles: Définitions générales

Définition
Une suite est une application u : N — R.

Pour n € N, on note u(n) par u,, et on 'appelle n’*™¢ terme ou terme général de la suite w.

Une suite u : N — R est plus souvent notée par (u,,),cy, (U, ),>o ou simplement par (u,, ).

Si une suite u est définie a partir d’un certain entier naturel n, > 0, alors dans ce cas on note cette suite par (u,,) >, -

Exemple
1. Soit (u,,) la suite définie par u,, = /n— 1. Les cinq premiers termes de cette suite sont —1,0,v/2—1,v/3—1, 1.
1 1
2. Soit (v, ),,> la suite définie par v,, = m Les trois premiers termes de cette suite sont 26 12

10 Table des matiéres
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3. ((—1)™) est une suite qui prends deux valeurs: 1 et —1.

Définition
Soit (u,,)
1. (un)nZnO est dite une suite croissante (resp. strictement croissante) si ,, 1 > u,, (resp. u, .1 > u,), Yn > ny.

2. (un)nZnO est dite une suite décroissante (resp. strictement décroissante) si u,, ., < u, (resp. u,.; < u,),
vn > ny.

n>n, UNE sulte.

Exemple

. . 1 . P
1. La suite (u,, ), définie par u,, = poR Vn € N*, est strictement décroissante. En effet, on a

1 1
s s
n?—(n+1)?

n?(n+1)2
n?—n?—2n—1
n?(n+1)2
2n+1
n2(n+1)2
<0

2. Lasuite (v,,) définie parv,, = e", el —e™ = e"e—e™ = " (e—1) > 0.Doncelleeststrictmentcroissante.

Remarque

Si (u;,)5,5p, est une suite & termes strictement positifs, alors

U

. . . 1

1. (un>n2n0 est croissante si, et seulement si —~= > 1, Vn > n,.
n

est décroissante si, et seulement si —ntl <1, Vn > n,.

un
Considérons a nouveau la suite (v,,) telle que v, = €™, ¥n € N. On sait que v,, > 0, ¥n € N. De plus, pour tout
n € Nona

2. (u,)

n>ng

n+1
Unit _ € _ (n+D)n

v en

=€
n

v .. . . .
Donc —*L > 1, ¥n € N. Ainsi la suite (v,,) est strictement croissante.
vn

Remarque
11 se peut qu’une suite ne soit ni croissante ni décroissante. Voila deux exemples:
1. La suite (u,,) telle que u,, = (—1)™ est une suite ni croissante ni décroissante.

2. Considérons la suite (v,,) définie par v,, = sm(n§), n € N. Ces premiers termes sont:

0.2. Les suites des nombres réels 11
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Vo = sin(0) = 0, v, = sin(~), v, = sin(r) = 0, vy = sin(3g) =—1, vy =sin(27) = 0, ...

bo| 3

Définition

Une suite (u,,),,,, est dite monotone (resp. strictement monotone) si (u,, )
strictement croissante ou strictement décroissante).

n>n, €St croissante ou décroissante (resp.

Définition
Soit (u,, )y, une suite.

L. (up)pzn, est dite majorée si IM € R tel que u,, < M, Vn > ny.

2. (U ) pzp, est dite minorée si Im € R tel que u,, > M, Vn > n,.
3. (U ) pzn, est dite bornée si (u,, ), est minorée et majorée.
Exemple

On considere les trois suites (u,,), (v,,) et (w,,) définies par leurs termes généraux
9 1
u,=14+n* wv,=5—n(n+1), wn:2+m, n €N

— Pour tout n € N, on a u,, > 1. Donc (u,,) est minorée par 1.
— Pour tout n € N, ona v,, < 1. Donc (v,,) est majorée par 5.
— Pour toutn € N, ona 2 < w,, < 3. La suite est donc bornée.

Remarque

Soit (t;, ),>p,,, une suite réelle.
1. Si(u,)
2. Si(u,)

nn, €St croissante, alors (u,, ) est minorée par son premier terme.

n>ng

n=n, est décroissante, alors (uy, ), est majorée par son premier terme.

Proposition

Soit (t,, ),>p,,, une suite réelle. Alors (u,,),,~,,, est bornée si et seulement si

IM >0telque Vn >ng:  Ju,| <M

0.2.2 Convergence d’une suite réelle

Définition

On dit qu'une suite réelle (u,,) converge vers un réel ¢ lorsque pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout entier
n> N,onalu, —{| <e.

12 Table des matiéres
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Dans ce cas, ¢ est appelée limite de la suite (u,,). On dit alors que (u,,) a pour limite £ ou (u,,) tend vers ¢ et on écrit

lim w, =/¢
n—+00

ouu, — ¢, quand n — 400

Intuitivement, lim,,_,, . u,, = ¢ signifie que les termes de la suite (u,,) se rapprochent de { toujours plus de € lorsque

I'indice n augmente indéfiniment.

Définition
Soit u,, une suite réelle.

1. On dit que (u,,) tend vers +oo (et on écrit lim,, ,  u,, = +00) lorsque pour tout A > 0, il existe N € N tel
que pour tout entier n > [N, on a

u, > A
2. On dit que (u,,) tend vers —oo (et on écrit lim,,_,  _ u,, = —oo) lorsque pour tout A < 0, il existe N € N tel
que pour tout entier n > [N, on a
u, <A

n

Remarque

Une suite (u,,) est dite convergente si elle admet une limite finie. Dans le cas contraire, elle est divergente.

Proposition

Si une suite est convergente alors sa limite est unique.

Preuve

On procede par 'absurde. Soit (u,,),,c, une suite convergente ayant deux limites £ et ¢’, ¢ # ¢’. Choisissons ¢ > 0 tel
(=

2
Comme lim,,_,, . u,, = ¢, il existe N, tel que n > N, implique |u,, —{| < €.

que e <

De méme, lim,,_, . u,, = ¢’, il existe N, tel que n > N, implique |u,, —¢'| < €.

Notons N = max(N;, N,) on a alors pour ce N :
luy — £ <€ et luy — 2| <€

Donc [{ —0'| = [l —upy +uy —0'| < [0 —up|+ |uy —£| dapres 'inégalité triangulaire. Onentire [{ —¢'| < e +¢& =
2e < |¢ — {’|, ce qui est impossible, d’ou la contradiction.

Exemple
1. Ona
1
lim — =0

n—-+oo \/7’7,

. 1 .
La suite (—=) est alors une suite convergente et elle converge vers 0.

Jn
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2. Ona

lim 1—n2=—c
n—-+0o0o

La suite (1 — n?) est donc une suite divergente.

Proposition

Soit ¢ € R*. On considere la suite u,, = ¢", n € N. On a:
1. Sig < —1 : Lasuite (u,,) est divergente et n’admet pas de limite, ni finie ni infinie.
2. Si—1 < ¢ < 1:Lasuite (u,), est convergente et lim,,_,  _ u, =0
3. Sig > 1:Lasuite (u,), estdivergente et lim,,_,,  u, = 400

Proposition

Soit (u,,) une suite réelle et soit £ € R. On a

lim w, =¢< lm [u,—¢ =0.
n—+oo n—+o0o

Exemple

Soit (v,,)-1 la suite définie par v,, =

En on déduit que lim,,_,, v, = 2.

Proposition (Opérations sur les limites des suites)

Soient (u,,) et (v,,) deux suites et soient «v et 5 dans R,

1. Silim u, = o etlim

n—+oo Un, v,, = [3, alors

n—+o0o

lim (u, +v,)=a+p et lim (u,xv,)=axf
n—-+0o0 n—-+o0o

2. Silim,,_,,  u, = « alors pour tout A € Rona

lim (Au,) = A\

n—-+0oo
Lo . 1
3. Silim,_, u, =aeta#0alorsonalim, ,  — = —.
u, «
. . 1
4. Silim,_,  u, = t+ocalorsonalim,_, = 0,
n
5. Silim,,_,, o uw, = +ocoetlim,_,, v, = «,avec a € Ralors lim,,_,  (u, +v,) =lm,_,, u,
o - . _ n . L
6. Silim,_,,  u, = 4ocoetlim, ,, v, =, avec o € R" alors lim,,_, . (u,, X v,) =lm,,_,, u,
7. Silim,,_, u, = +ocetlim,_, v, = +oo,alorslim,_,, (u,+v,) = +ocetlim,_,  (u,xv,) = +00.
8. Silim,,_, u, = —ocoetlim,_, v, =—oo,alorslim,,_, (u,+v,) = —occetlim,_, _(u, xv,) = 400.
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9. Silim,,_,, u, = +ocoetlim,_,, v, =—o0,alors lim,_,_ (u, X v,) = —00.

Exemple
—2 —2
1. On alimn_>+oo(m +3n + 1) = +oo, puisque limn_>+oo(7_3) =0etlim, , (3n+1) = +oc.
2
3In 2
2. Onalim —sn 0, puisque lim —5=-b5etlim,,, 1+n+e" = +o0.

n—+o00 1+n+en n—+o00 %

: « .y . 2 . +00
Parfois on tombe sur 'une des quatres “formes indéterminées” suivantes +00 — 0o, 0 X 400, I 0
00

Limites usuelles utiles

.1
. .1 ) Sm(ﬁ)
— hmnﬁﬂonsm(g) =lim, o —— =1,
n
] 1 . cos(1——) 4
— lim,,_,, ., n?cos(1 — E) =lim, ,, (l)zn =3
n
1
. 1 ) 11’1(1 + ﬁ)
— lim,,_,  nin(l1+ ﬁ) =lim, o —5—— =1,
n
1
- hmn—Hroo n(en) = 1’
1 «
i )
— lim,,_,  n% " =0.
Proposition

1. Soient (u,,) et (v,,) deux suites convergentes telles que Vn € N : u,, <wv,, (ouw,, <v,). Alors

lim u, < lim wv,
n—+oo n—+oo

2. Soient (u,,) et (v,,) deux suites telles que Vn € N : w, <wv, etlim,_,,  u, = 400. Alors

lim v, = +o0

n—-+oo
3. Soient (u,,) et (v,,) deux suites telles que Vn € N : u,, <wv, etlim,_, v, = —oo. Alors
lim w, = —o0
n—-+0o0

Théoreme (Théoréme des ““gendarmes”)

Si (u,,), (v,) et (w,,) sont trois suites telles que
vneN: u, <w, <v,

etsilim, , . u, =lim,_, v, = ¢, alors la suite (w,,) est convergente. De plus on a

lim w, =/
n—+o00

0.2. Les suites des nombres réels 15
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Exemple

Calculer, a l'aide de Théoreme des “gendarmes”, la limite suivante

sin(n)

lim (1+

n—-+o0o n

)

Toute suite convergente est bornée. La réciproque est fausse: la suite ((—1)™) est bornée mais elle diverge (elle n’admet
pas de limite).En revanche, on a le résultat suivant.

Théoréeme

1. Toute suite croissante et majorée est convergente.
2. Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Preuve

On montrera I'assertion “Toute suite convergente est bornée.” En effet, soit (u,,),,c, une suite convergeant vers le réel £.
En appliquant la définition de limite avec € = 1, on obtient qu’il existe un entier naturel NV tel que pour n > N on ait,
|u,, — €| <1, etdonc pour n > N ona

|un| = 1€+ (u, = O <[] + |u, — €] < €]+ 1

Donc si on pose M = max(|ug|, ||, ..., [uy_q], [€] + 1)

onaalors Vn € N, |u,| < M.

0.2.3 Suites adjacentes

Définition

Deux suites (u,, ) et (v,,) sont dites adjacentes si (u,, ) est celle qui est croissante, 'autre est décroissante et leur différente
et leur différence tend vers 0.

Remarque

Si (u,,) et (v,,) sont deux suites adjacentes et si (u,,) est celle qui croissante (donc (v,,) est décroissante) alors

VneN: u, <v

n

Preuve

On pose :
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Etudions le sens de variation de (w,,) :
Pour cela, calculons la différence w,, , ; — w,, :
Wy — Wy = (UnJrl - un+1) - (Un - un)
= Upy1 — Upy1 — Up Uy,
= (Un+1 - Un) + (U’n - un+1)

Comme (v,,) est décroissante, alors :

Et comme (u,,) est croissante, alors :

Donc, u,, —u,, 1 < 0.

En combinant ces deux inégalités, on a :
Wy —w, <0

On en conclut que la suite (w,, ) est décroissante.

De plus, comme (w,,) converge vers O (par définition des suites adjacentes), la suite (w,, ) est positive pour tout n € N.

Pratiquement, pour montrer que deux suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes, on commence par chercher celle qui est plus
grande que l'autre. On montre alors que la plus grande est décroissante et que I'autre (la plus petite) est croissante puis on
montre que la différence des deux suites converge vers 0.

Exemple

1 1
Les deux suites (1 + —),,-¢ et (1 — —),,-( sont adjacentes.
n n

Théoréme

Deux suites adjacentes sont convergentes et convergent vers la méme limite.

Preuve

On montre que les suites (u,,) et (v,,) convergent :

u,, < v, < v, carlasuite (v,,) est décroissante.

Donc (u,,) est croissante majorée par v, donc converge.

De méme, uy < u,, < v, car (u, ) est croissante donc (v,,) est décroissante minorée et convergente.

Montrons qu’elles ont méme limite : On pose lim u,, = L etlim v, = L’.Ona:lim

n—+oo “n n—+oo “n n—-+00 (vn - un) =0
donc L —L =0etL =1L"

Exemple

n 1
Onpose u,, =, | = € N*.
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L’objectif de cet exemple est de montrer que la suite (u,,),~; est une suite convergente. Soit (v,,),,~ la suite définie par

’Un = U’TL —+ m, n 2 1.
Montrons que les deux suites (u,,),,~1 (v,,),>; sont adjacentes.
— Remarquons tout d’abord que u,, < v
décroissante.

ns

1
Tt 1)

Donc (u,,),,~; est croissante. Et pour tout n > 1 on a

Onavn>1: w,.,—u

2
Unt+1 — U un+l+m_un_n+l
1 2 2
— + —
(n+1)? n+2 n+1l
—n

(n+1)2(n+2)

Donc v,,,; —v,, <0, n > 1. Ainsi, la suite (v,, ), est décroissante.

2

— Onalim,_,_ (v, — u,) = lim,,_, —— -0
n

n > 1. Montrons alors que (,,),,~; est croissante et que (v,, ),,~; est

En on déduit les deux suites (u,,),,~; (v,,),,>1 sont adjacentes. Donc (u,,),,~ et (v, ),~; convergent vers la méme limite.

En particulier, la suite (u,, ), est convergente.

0.2.4 Suites récurrentes

Définition
Une suite (u,,),,>,

U1 = flu,), VYn>n,

ou f est une fonction définie sur un intervalle I de R.

, estdite récurrente si elle est définie par son premier terme u,, et une relation de récurrence de forme

Exemples remarquables de suites récurrentes

Suites arithmétiques:

Définition

Une suite (u,,),,>,,, est dite arithmétique si elle est définie par son premier terme u,, et

n>n

IreR, Vn>ng: u, . =u,+r

Dans ce cas, le réel r est appelé la raison de la suite (un)nZnO'

Proposition

Si (U, )p>n, est une suite arithmétique de raison r, alors u,, = u

g

+ (n —ng)r, Vn > ny. En particulier, on a

18
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— sir>0:
lim u, = +o00
n—+oo
— sir<0:
lim u, =—o0
n—+oo
— sir=0:
lim =
n—+o00 Un o
Proposition
Soit (un)nZnO une suite arithmétique de raison r,(r # 0) et de premier terme u,, , la somme des termes successifs de la
suite (u,,) s’exprime par la formule suivante:
u, +u 2u, + (n—p)r
Uy 4ty + ot u, =n—p+1)E—"=n-—p+1)—L——n,<p<n

2 2 -

Suites géométriques:

Définition

Une suite (u,,) est dite géométrique si elle est définie par son premier terme Uy, et

n>ng
JgeER, Vn>ng: u, ;= qu,

Dans ce cas, le réel q est appelé la raison de la suite (u,,) n>ng-

Proposition

Si () >n, €st une suite géométrique non nulle de raison g(q # 0), alors u,, = u,, ¢" ", Vn > n,. Eten particulier,
ona

1. Siq > 1,alors lim,,_,,  u, = 400,

2. 8i—-1<g<1alorslim, , u, =0,

3. Sig < —1, la suite (u,,)

n>n, diverge.

Proposition(Série géométrique)

Si (U, )>n, €st une suite géométrique de raison g(q # 1), alors
n —
1—qg" ng+1
Zuk:u% 1q , Yn>ng
k=ng —4q
Exemple
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. P 1 NP . 1
Soit (u,, ) la suite définie par u, = 1 et u, ; = S lny ™ € N. Donc (u,,) est une suite géométrique de raison ¢ = ok Le
n

. Lo 1 .
terme général de cette suite est u,, = 50" € N. Ainsi puisque —1 < 5 < 1, alors lim,,_,, o u, = 0.

Pour n € N, on pose S,, = ZZ:O u,. On a alors

1
1_7
. gn+1 1
S, = ) i =2( _W)
2
. 1 1 1 1
Autrement dit 1 + 3 + 52 + ..+ on = 2(1— 2n+1)-

D’autre part, on a

lim wu, =2
n—+00

R —+00
On écrit alors ), " uy = 2

Convergence d’une suite récurrente

Dans toute la suite, soit (un)nZn0 une suite récurrente définie par son premier terme et par la relation u,, ., = f(u,,), n >
ngy, ou f est une fonction numérique donnée.

Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle I avec f(I) C I. Si u,, € I etsila suite récurrente (u,,) est convergente,
alors la limite ¢ de cette suite est une solution de 'équation f(x) = =.

Le théoréme précédent impose sur la suite (un)@no d’étre convergente. Et si les autres conditions du théoréme sont
satisfaites, alors la limite de (u,, ), est parmi les solutions de I'équation f(z) = z. En ajoutant une condition supplé-

mentaire sur la fonction f, la convergence de (un)nzn0 sera alors assurée:

Théoréeme

Supposons que f : [a,b] — [a,b] une fonction continue et croissante et supposons que u,, € [a,b]. Alors la suite
récurrente (u,,) est monotone et converge vers ¢ € [a, b] vérifiant f(¢) = ¢.

Remarque

La monotonie de (u,,)

la suite (wy,);>p,
— Siu,, < u, 4 alors (u,)
— Siu, >wu, 4 alors (u,)

n>n, dans le théoréme précédent s’obtienne en comparant seulement les deux premiers termes de

, est croissante.
est décroissante.

n>n,

n>ng

Exemple

. . . 1
Soit (u,,),,cy la suite définie par: uy = 3 etu,, ; =u, —u2.
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. . 1 e .
Onau, , = f(u,), avec f(z) = x — z*. La fonction f est continue sur [0, 5] et on peut vérifier que f est croissante

1 1
sur cet intervalle et que f([0, 5]) c [o, 5]

1
On en déduit que (u,,),, est monotone: on a uy = 3 etu, = 2/9, donc ug > u;. Ainsi (u,,),, est décroissante. De plus
1
(u,,),, converge vers ¢ € [0, 5} vérifiant f({) = L. Or f(l) =l sl - =l (> =0&(=0.

Ainsi, ona lim,,_, . u, = 0.

0.2.5 Exercices
Exercice 1

Montrer que toute suite convergente est bornée.

Exercice 2

Montrer qu’une suite d’entiers qui converge est constante a partir d’un certain rang.

Exercice 3
Les suites suivantes sont-elles croissantes? décroissantes?
u, =n?+5n+4

—2n 43

v, = ————
n+1

w, =V2n+5
2n

a,

n

Exercice 4

Montrer que la suite (u,, ),,c) définie par

n’est pas convergente.

Exercice 5

Etudier la nature des suites suivantes, et déterminer leur limite éventuelle :

1. la suite

sin(n) + 3cos(n?)

N
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2. la suite
2n + (—1)"
5n + (—1)n+!
3. la suite
n3 4+ 5n
4n2 + sin(n) + In(n)
Exercice 6

Etudier la nature des suites suivantes, et déterminer leur limite éventuelle :

4. la suite
3n673n
5. la suite
Von+1—+von—1
6. la suite
In(n+e")
n
7. la suite
In(1++/n)
1+ n?
Exercice 7
1. Déterminer deux réels a et b tels que:
1 a b

o1 ktl h—1

2. En déduire la limite de la suite:

Exercice 8

Montrer que, pour tout n € N*, on a:
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Exercice 9

Soit (1, ),,>; la suite définie par:

— Démontrer que la suite (u,,) est croissante.
— Démontrer que, pour tout n > 1

1
(n+1)2

1
— Démontrer que, pour toutn > 1, u,, <2 — —.

1
n n+1

<

— En déduire que la suite (u,,) est convergente.

0.3 Fonctions humériques, limite et continuité

Le présent Chapitre contiendra :

1. Fonctions numérique: Définitions générales
Limite d’une fonction numérique
Limite en un point en I'infini
Limite a gauche et a droite en un point
Propriétés des limites
Continuité d’une fonction numérique
Prolongement par continuité
Théoréme des valeurs intermédiaires

D A i o

Théoreéme de la bijection

_‘
e

Application: Fonctions Logarithme et exponentielle

—
—_—

. Exercices

0.3.1 Fonctions numérique: Définitions générales

Définition

Une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles est une application f : D — R, ou D est une partie de R. En général,
D est un intervalle ou une réunion d’intervalles. On appelle D le domaine de définition de la fonction f et on le note
souvent par D, eton a

D;:={z eR; f(r) € R}

Exemple

N
5 et Dy =[0,2[U]2, +o0l.

Le domaine de définition de la fonction f(z) =

Soient f: D — Retg: D — R deux fonctions définies sur une méme partie D de R.
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— Lasomme de f et g est la fonction f + g : D — R définie par ( 9)(z) = f(z ) g(x) pour tout z € D.
— Le produit de f et g est la fonction f X g : D — R définie par ( )(x) = f(x) x g(z) pour tout x € D.
— La multiplication par un scalaire A € R de f est la fonction \. f — R définie par (\.f)(z) = A.f(z) pour
toutx € D.
Définition

Soit f : D — R une fonction. On dit que:
— festmajorée sur Dsi AIM € R, Vx € D; f(z) < M;
— festminorée sur Dsidm € R, Va € D, f(x) > m;
— festbornée sur D si f est & la fois majorée et minorée sur D, c’est-a-dire si IM € R, Vo € D, |f(z)| < M.

Définition
Soit f : D — R une fonction. On dit que:
— [ est croissante sur D si: pour tout z et y dans Donaxz <y = f(z) < f(y).
— [ est strictement croissante sur D si: pour tout z et y dans Donaxz < y = f(z) < f(y)
— f est décroissante sur D si: pour tout 2z et y dans Donaz <y = f(z) > f(y).
— f est strictement décroissante sur D si: pour tout z et y dans Donaz < y = f(z) > f(y).
— f est monotone (resp. strictement monotone) sur D si f est croissante ou décroissante (resp. strictement croissante
ou strictement décroissante) sur D.

Définition

On dit que:
— festpairesi Vo € D;: —x € DpetVa € Dy f(—x) = f(x),
— festimpairesi Vo € Dy : —x € Dyet Vo € Dy f(—z) = —f(2),

Définition

Soit f : R — R une fonction et 7" un nombre réel, T > 0. La fonction f est dite périodique de période T si Vx € R

Fa+T) = f(a).

Exemple

Les fonctions sinus et cosinus sont 27-périodique. La fonction tangente est w-périodique.

0.3.2 Limite d’'une fonction numérique
Limite en un point en l'infini

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme Ja, zy[U]x,, b], 25 € R.

Définition
Soit [ € R. On dit que f a pour limite en z, si

Ve>0, 36>0, z€D;: |r—x5/<d=|f(z)—I<e
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On dit aussi que f(x) tend vers [ lorsque z tend vers . On note alors lim,,_,,, f(x) = [ ou bien lim, f(z) = 1.

Définition

On dit que f a pour limite +oc0 en z si

VA>0, 30>0, z€l: |z—xy<d= f(z)> A
On note alors lim,,_,, f(z) = +o0.

On dit que f a pour limite —oco en z, si

VA>0, 30>0, ze€l: |z—z5<d= f(z)<—-A

On note alors lim,,_,, f(z) = —oo0.

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de la forme I =|a, +o0|.

Définition
— Soit [ € R. On dit que f a pour limite [ en 400 si
Ve>0, dB>0, z€l: x>B=|f(z)—I<e.

On note alors lim,_, . f(z) =loulim, =1l
— On dit que f a pour limite 400 en +00 si
VA>0, IB>0, z€l: x>B= f(z)>A.

On note alors lim,,_, . f(x) = +o0

On définirait de la méme maniere la limite en —oo pour des fonctions définies sur les intervalles de type | — 0o, af.

Exemple

On a les limites classiques suivantes pour tout n > 1 :
o= { 400 sin est pair

" = 400 etlim . . .
—00  S1 M est impair

- hmaz—)-Hxn T——00

- hma:%ioo(i) =0
I.n
— Soient P(z) = a, " +a, 12" 1 +...+a;x +ayet Q(z) = b,,z™ +b™ "1 + ... + by + by deux polyndmes
(a, #0etb,, #0).0Ona
+oo sin>m

P(x) a,

P(z) =lim, ,, a,z" etlim, ,, w - b sin=m
m

0 sin<m
— Les fonctions sin et cos n’admettent pas de limite ni en 400 ni en —oo.

hmw%ioo
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Limite a gauche et a droite en un point

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle |z, b] (resp. ]a, zy[). On dit que f admet une limite ¢ € R a droite (resp. a
gauche) en z si
Ve>0, 36>0, VexeD;: x5<x<m)+d(resp.rg—0<z<7) = |[f(r)—1I]<e.
Onécritalors lim f(x) =1 (resp. lim f(x)) =1
T—T) T

Z>I0 ZE<IO

On note aussi hm f pour la limite a droite et hm f pour la limite a gauche.

z§
Proposition
Soit{ € R.Ona lim f(z)={< lim f= hm f==r
T—=Tg Tz
Exemple

r—2 siz>1,

Considérons la fonction f(x) = { 4l siz<l

Ona lim f(z)= lim (x+1)—26t hm f(z) = lim (x — 2) = —1.

z—1" z—1" r—1T

Comme 1i1111 f(z) # lim f(z), onen déduit que f n’a pas de limite en 1.
z—1" z—1"

Propriétés

Proposition

Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.

Soient deux fonctions f et g. On suppose que x, est un réel, ou que x, = 400.

Proposition
Silim f =¢ € Retlimg = ¢ € R, alors:
To To
— lgcm()\.f) = AL pour tout A € R
9
— lim(f+g) =+ 0
9
— Iim(f xg)=4x
To

1 1

— Si ¢ +# 0, alors lim — = -

i¢ = 0, alors %cronf E

—Slhmf +o00, alorslm =0.
Zo

f
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Voici une liste de formes indeterminées:

00
+oo—00, O0xo0, —, =, 1°°, ..
00

Proposition
— Sif<getsilimf=1l¢€ ﬂ?etlimng’ € R, alors: £ < ¢’
0 0

— Si f < getsilim f = 400, alors lim g = +oo.
To To

— Sifggghetsil‘/irmleimmhzﬁe R, alors ¢ a une limite en z etlgcmgzé.
0 0 0

0.3.3 Continuité d’une fonction numérique

Définition
— Soit f une fonction définie en un voisinage de z,. On dit que f est continue en z si_lim f () = fl=zg).
T

— Soit f une fonction définie en un intervalle de type |z, — €, z,]. On dit que f est continue & droite en z si
lim f(x) = f(,)-
IHIO

— Soit f une fonction définie en un intervalle de type [z, x, + €[. On dit que f est continue a gauche en z si
lim f(x) = f(a,)-
T

Définition

Soit f une fonction définie en un voisinage de z,. On a f est continue en z, < lim_f(xz) = liﬁmf f(x) = f(zy)
TT) T—To

Définition
— Une fonction f est dite continue sur un intervalle ouvert I C Dy si elle est continue en tout point de 1.
— Une fonction f est dite continue sur un intervalle [a, b] C D/ si elle est continue sur |a, b et continue a droite en
a et a gauche en b.
— Une fonction f est dite continue sur un intervalle [a, b[C D si elle est continue sur ]a, b[ et continue a droite en
a.
De méme, on définit la continuité d’une fonction sur un intervalle ]a, b], sur | — oo, a], sur [a, +-00],...

Exemple
— La fonction racine carrée = - +/x est continue sur [0, +00].
— Les fonctions sin et cos sont continues sur R.
— La fonction valeur absolue x — || est continue sur R.

Proposition

Soient f, g : I — R deux fonctions continues en un point x, € I. Alors
— A.f est continue en x, (pour tout A € R),
— f + g est continue en x,.
— f X g est continue en x.

1
— Si f(zg) # 0, alors 7 est continue en .
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Exemple

Les polyndmes sont continues sur R.
P(x)
Q(x)

Toute fraction rationnelle = est continue sur son domaine de définition.

La composition conserve la continuité (mais il faut faire attention en quels points les hypothese s’appliquent)

Proposition

Soient f : I — Retg: J — R deux fonctions telles que f(I) C .J. Si f est continue en un point x, € I etsi g est
continue en f(x), alors g o f est continue en x.

0.3.4 Prolongement par continuité

Définition
Soit I un intervalle, , un pointde I et f : I \ {4} — R une fonction.

— On dit que f est prolongeable par continuité en x, si f admet une limite finie en z,. Notons alors { = liwm f-
0

— On définit alors la fonction f : I — R en posant pour tout x € [

Fa) = { f(@) siz#a,

{ six=ux,.

Alors f est continue en z, et on I'appelle le prolongement par continuité de f en .

Exemple
o . i r? 4+ —2 , -
Considérons la fonction f définie sur R — {1} par f(x) = Q1 Etudions le prolongement par continuité de f en
r—
1.Ona
(z—1)(z+2)

lim f(z) = lim

=limz+2=3
z—1 z—1 r—1 r—1

Donc f est prolongeable par continuité en 1. Le prolongement par continuité de f en 1 est donc f (z) =

{ flx) siz#1

3 sixz=1.
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0.3.5 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a, ]
tel que f(c) = y.

Voici la version la plus utilisée du théoreme des valeurs intermédiaires.

Corollaire

Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur un segment. Si f(a).f(b) < 0, alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) = 0.

Exemple

Tout polyndme de degré impair posséde au moins une racine réelle. En effet, un tel polyndme s’écrit P(z) = a,, 2™ +...+
a, T+ ay avec n un entier impair. On peut supposer que le coefficient a,, est strictement positif. Alorsona lim P(z) =
T——00

—oo et liT P(z) = +o0. En particulier, il existe deux réel a et b tels que P(a) < 0 et P(b) > 0 et on conclut grice
Tr——+00

au corollaire précédent qu’il existe au moins ¢ € R tel que P(c) = 0.

Voici une formulation théorique du théoréme des valeurs intermédiaires

Corollaire

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I. Alors f(I) est un intervalle.

Attention! 1l serait faux de croire que I'image par une fonction f de I'intervalle [a, b] soit I'intervalle [f(a), f(b)]. Cepen-
dant, on a le théoreme suivant

Théoréme

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Alors il existe deux réels m et M tels que f([a,b]) = [m, M].
Autrement dit, 'image d’un segment par une fonction continue est un segment.

Comme on sait déja par le théoreme des valeurs intermédiaires que f([a,b]) est un intervalle, le théoréme précédent
signifie que si f est continue sur [a, b], alors f est bornée sur [a, ], et elle atteint ses bornes: m est le minimum de la
fonction sur I'intervalle [a, b] alors que M est bon maximum sur [a, b].

0.3.6 Théoréme de la bijection

Définition
Soit f : F — F une fonction, ou E et F' sont des parties de R.
— festinjective Vo, 2’ € E, f(x) = f(z') = x = a;
— festsurjectivesi Vy € F,3z € E, y = f(x);
— [ est bijective si f est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire si Vy € F, 3z € E: y = f(x).
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Proposition

Si f : E — F est une fonction bijective alors il existe une unique application g : F' — FE telle que g o f = Idp et
fog=1d,. La fonction g est la bijection réciproque de f et se note f~!.

¢ On rappelle que l'identité, Idy, : £ — E est simplement définie par = = .
o go f =Idg se reformule ainsi: Vo € F, g¢(f(z)) = x.
o Alors que fog=1dpsécrit: Vy € F f(g(y)) = v.

Le théoréme suivant est un outil tres utile dans la pratique pour montrer qu'une fonction est bijective.

Théoreme (Théoréme de la bijection)

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f est continue et strictement monotone sur 7, alors

1. f établit une bijection de I'intervalle I dans l'intervalle J = f(I),
2. Lafonction réciproque f~! : J — I est continue et strictement monotone sur ./ et elle a le méme sens de variation
que f.

Exemple

Considérons la fonction carrée définie sur R par f(x) = x2. La fonction f est continue et est strictement croissante sur
I = [0, +o0[, donc f établit une bijection de I dans J = f([0, +00[) = [0, +o00[. Déterminons sa fonction réciproque:
Soit z ety dans R, , on a

fTfa)=yer=fy sr=y"y=Vr

Donc f~!(x) = \/z, pour tout z € R,

Généralisons en partie 'exemple précédent;

Exemple

Soit n > 1. Soit f : [0, +00[— [0, +oo| définie par f(z) = z™. On a f est continue et strictement croissante. Donc f
admet sur I = [0, +oo[ une fonction réciprogie f~* définie sur J = f(]0, +o0[) = [0, +-o0].

f ~1 est notée: z > x= ouaussi & — ¥ x; C’est la fonction racine n—iéme. Elle est continue et strictement croissante
sur [0, +00].

0.3.7 Application: Fonctions Logarithme et exponentielle

Proposition

11 existe une unique fonction, notée In :]0, +oo[— R telle que:
, 1
In"(x) = = pourtoutx >0 et In(1)=0
x

De plus, cette fonction vérifie (pour tout a, b > 0) :
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1. In(a x b) = In(a) + In(b).

1
2. In(-) =—1
n( o ) na,
3. In(a™) = nln(a), (pour tout n € N).
4. In est une fonction continue, strictement croissante et définit une bijection de ]0, +oo[ sur R.
In(1
5. fim 20+ g
z—0 x
Définition

La bijection réciproque de In :]0, +o0o[— R s’appelle la fonction exponentielle, notée exp: R —]0, +o0|.

Proposition

La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes:

—_—

exp(In(x)) = x pour tout z > 0 et In(exp(z)) = pour tout z € R
2. exp(a +b) = exp(a) x exp(b)

3. exp(nx) = (exp(z))"
4

.exp: R —]0,4+o00[ est une fonction continue, strictement croissante vérifiant lim exp(z) = 0 et
T——00
lim exp(x) = +o0
T—+00 p( ) +

5. La fonction exponentielle est dérivable et exp’(x) = exp(z), pour tout = € R.

Remarque

La fonction exponentielle est I'unique fonction qui vérifie exp’ () =exp(z) (pour tout z € R) et exp(1) = e, oli e =~
2.718... est le nombre qui vérifie In(e) = 1.

Par définition, pour a > O etb € R, a® = exp(bIn(a))

Remarque
L

Vi =a2 =exp(5 In(a))
1

— 1
Y/a =an = exp(—In(a)) (la racine n-iéme de a)
n

On note aussi exp(x) par e® ce qui se justifie par le calcul: e* = exp(xIn(e)) = exp(z).

Les fonctions = — a” s’appellent aussi des fonctions exponentielles et se ramenent systématiquement a la fonction ex-
ponentielle classique par I'égalité a® = exp(xIn(a)). Il ne faut surtout pas les confondre avec les fonctions puissances
x > 2. On a les propriété suivantes;

Proposition

Soient z,y > Oeta, b € R.
a+b a.b

1. = =x%
1

2. 7= —
xa
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3. (oy)® = 2y
4. (xa)b — xab
5. In(z*) = aln(z)

Comparons les fonctions In(x), exp(z) avec x :

Proposition

expx

T—=+o0 T

0.3.8 Exercices

Exercice 1

Déterminer les limites suivantes :
lim

2 4+3+1

z—1 20 — 1

lim 223 +a22—z+4

r—+00

2 + 5x? — 7at

l -
oot 7 — 1022 + 1423

3z + 8z2 — 225

lim

Tr——00

2 4 226

lim V2242 —=x

r—+00
lim tan(z) ; 1
Exercice 2
Soit f la fonction definit par:
(r+1)2
— Determiner le domaine de definition de f.
— Etudier la limite de f en 2y = —1.
Exercice 3

Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité sur R ?

f(z) = sin(z) sin(—)

1 et +e”
x 2
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Exercice 4

Soient I un intervalle de R et f : I — R continue, telle que pour chaque = € I, f(x)? = 1. Montrer que f est constante
etégalea 1 ou —1.

0.4 Dérivée d’'une fonction numérique- fonctions usuelles

Le présent Chapitre contiendra :
1. Dérivabilité d’'une fonction numérique
Opérations sur les fonctions dérivables
Quelques applications de la dérivabilité
Théoreme de Rolle-Théoreme des accroissements finis
Fonctions circulaires inverses
Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses
Tangente hyperbolique et son inverse

el A i

Exercices

0.4.1 Dérivabilité d’'une fonction numérique

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction. Soit x, € I.

Definition

f est dérivable en z, si le taux d’accroissement %ﬁ:?‘))

alors le nombre dérivé de f en z et est noté f’(xz,). Ainsi

a une limite finie lorsque z tend vers z,. La limite s’appelle

Définition
f est dérivable sur [ si f est dérivable en tout point z, € I. La fonction x — f’(z) est la fonction dérivée de f, elle se
note f’ ou j—i.

Exemple

La fonction définie par f(x) = x2 est dérivable en tout point x, € R. En effet,

r — Ty T — Xy T — Iy T—T)

On a méme montré que le nombre dérivé de f en x est 2z. Autrement dit: f’(z) = 2z, pour tout = € R.

De méme, on peut montrer que la fonction f(x) = 2* est dérivable sur R et que f'(x) = 322, Vx € R.

Définition
— Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [z, x, + €[. On dit que f est dérivable en x, a droite si
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o £@) = ()

a:g T — Ty

=/eR

Dans ce cas le nombre ¢ est appelé dérivé de f a droite en x, et est noté par f(z).

— Soit f une fonction définie sur un intervalle de type |z, — €, x,]. On dit que f est dérivable en x,, & gauche si
i L@ =10

g .T*II:O

Dans ce cas le nombre £ est appelé dérivé de f a gauche en x, et est noté par f;(z).

Exemple

La fonction f(x) = \/z n’est pas dérivable a droite en x, = 0. En effet, on a

fim L@ SO e VI
=S A AL

Proposition

[ est dérivable en z < f () = fy(x)-

0.4.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition

Soient f, g : I — R deux fonctions dérivables sur 7. Alors pour tout z € [ :
— (f+9) (@)= f'(2) +4'(2),

() = Af ( ) ol A est un réel fixé,

fxg)(x) = f(x)g(x) + f(x)g' (2),

1y () = — L8 (si f(x) # 0),

b (=

g ) (

et S0 (i g ) # 0)

Exemple

1. Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = x + exp(x). f est dérivable sur R car f est la somme de deux
fonctions dérivables sur R. De plus, ona f’(z) = 1 + exp(z), pour tout z € R.
2. Soit g la fonction définie sur R — {1/2} par g(z) = % La fonction g est dérivable sur son domaine de
définition et, pour tout z € R — {1/2}, on a
, 2z +3)(2x —1)—2(2* +3x—1) 222 —2z—1
9'(x) = 2z — 1)2 T T r—1)2

Proposition

Si f est dérivable en x et g est dérivable en f(z) alors g o f est dérivable en = de dérivée:

(gof)(x) =g (f(x)).f (x)
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Corollaire

Soit I un intervalle ouvert. Soit f : I — J dérivable et bijective dont on note f~! : J — I la bijection réciproque. Si f’
ne s’annule pas sur I alors f~! est dérivable et on a pour tout € .J :

1

(f ) (x) = W

Le tableau suivant résume les principales formules a connaitre ou x est une variable réelle;

Fonction | Dérivée
" nmn—l
I _ 1

L 5
v 2
x® ar® 1 (a eR)

xT eZE
Inx l

= .
cos T —sinx
sinx Ccos T
2 1

tan x 1+tan“x = e

Le tableau suivant résume les principales formules a connaitre de la composée des fonctions dérivable ol u est une fonction
dérivable;

Fonction | Dérivée

u” nu" TneZ
1 _ul
u u?
1w
Vu 2va
u® au'u* 1 (a € R)
u u/eu
7
Inu S
U —
coS 1 —u’ sinu
sinu u’ cosu
’ 2 _
tan u v (14 tan”u) = -

Remarque

Si vous voulez dériver une fonction avec un exposant dépendant de x il faut absolument repasser a la forme exponentielle.
Par exemple si f(z) = 27 alors on réécrit d’abord f(z) = e*™2 pour pouvoir calculer f/(z) = In2.e*"2 = In2.2%,
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0.4.3 Quelques applications de la dérivabilité

Etude de sens de variation d’une fonction

Proposition (Dérivée et monotonie d’une fonction)

Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b].
1. Vx €la,b], f'(x) > 0(resp.f’(x) > 0) = f est croissante (resp. f est strictement croissante).
2. Vx €la,b], f'(x) < O0(resp.f’(z) < 0) = f est décroissante (resp. f est strictement décroissante).
3. Vx €la,b], f'(x) =0 < f estconstante.

Exemple

Soit ¢ la fonction définie sur R par g(z) = (1 — x)e®. Ona
VeeR: g'(x) =—e"+ (1 —2)e® = (—1+1—2x)e” = —xe®

Donc ¢'(z) = 0 < 2 = 0etg'(z) > 0 < 2 < 0. En déduit que g est strictement décroissante sur |0, +00] et est
strictement croissante sur | — 0o, 0.

Etude d’extremums d’une fonction

Définition
On dit que f admet un maximum (resp. un minimum) en un point , € D si
Vo € Dy, f(x) < fzg) (resp. f(z) = f(xg))

On dit que f admet un maximum (resp. un minimum) local en un point z, s’il existe un voisinage I C D de x, tel que

Vo eI, f(x) < f(zg) (resp. f(x) > flzg))

On dit que f admet un extremum (resp. un extremum local) si f admet un maximum ou un minimum (resp. un maximum
local ou un minimum local).

Proposition (Dérivée et extremums locaux d’une fonction)
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et soit x, un point dans I'interieur de I tel que f(z,) = 0.

o S'il existe b > 0 tel que |zy — h, xy + A[C I avec f* > 0 sur Jxy — h,zg[ et f* < 0 sur |z, zq + k[, alors f admet
un maximum local en .

o S'il existe h > 0 tel que Jzy — h, zy + h[C I avec f* < Osur |z, — h, zo[ et f > 0sur |z, zq + k[, alors f admet
un minimum local en z,.

Exemple
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Considérons la fonction g définie dans 'exemple précédent g(z) = (1 — x)e®. D’apres le tableau de variation de g, elle
admet un maximum global en z, = 0 puisque

Vz € R; g(x) < ¢(0)

La fonction g n’admet pas de minimum (ni global ni local)

0.4.4 Théoreme de Rolle-Théoréme des accroissements finis

Théoréme(Théoréme de Rolle)
Soit f : [a,b] — R telle que

o f est continue sur [a, b],

o f est dérivable sur |a, b],

o fla) = f(b).

Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) = 0.

Exemple

Soit f(x) = 23 —x.Ona f(—1) = f(1). De plus, f est continue et dérivable sur R. En particulier, f est continue sur
[—1, 1] et est dérivable sur | — 1, 1[. D’aprés le Théoréme de Rolle, il existe ¢ €] — 1, 1] tel que f'(¢) = 0.

Théoréme (Théoréme des accroissements finis)

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Il existe ¢ €]a, b[ tel que

f) = fla) = f(c)(b—a)

Corollaire (Inégalité des accroissements finis)

Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert. Sil existe une constante M telle que pour tout x €
I, |f (x)] < M alors

[f(2) = f(y)l < M|z —y|, Va,y € 1

Exemple

En utilisant le théoréme des accroissements finis, on va montrer que
r<et—1<xe®, V>0

Fixons donc z tel que 2z > 0 et considérons la fonction f(t) = e’ sur l'intervalle [0, z]. f est continue sur [0, x] et est
dérivable sur |0, z[. Donc, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, z[ tel que

fw) = f(0) = f'(c)(z —0)
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C-a-d: 3c €]0,z[: e* —1 = ze® or, 0 < ¢ < x implique 1 < e® < e, donc puisque z > 0, ona z < xe® < xe®.
Ainsiz < e® — 1 < xe®.

Proposition (Regle de ’'Hospital)

Soient f, g : I — R deux fonctions dérivables et soit x, € I. On suppose que
— flzg) = g(z9) =0,
— Va e I\ {zp}, ¢'(z) #0.
C @) i f@)
Si IILrEO 7 =1 (¢ € R) alors zlggo o =L

N

Exemple

Calculer la limite en 1 de m(gi(%x)_l) On vérifie que:

— f(@) =In(z® +z—1), f(1) =0, f'(z) = FH,

— g(@) =In(z), g(1) =0, ¢'(z) = 1,

— Prenons I =0, 1], z, = 1, alors g’ ne s’annule pas sur I \ {x,}.
f(x) 2+ 1 222 +

= X x = —3,qgdx — 1
g a?24+z-—1 R | @

7

I'(x)
> g (@) — 3, qu — 1.

Donc

0.4.5 Fonctions circulaires inverses

Arccosinus
Considérons la fonction cosinus cos : R — [—1, 1],z > cos x. Pour obtenir une bijection a partir de cette fonction, il
faut considérer la restriction de cosinus a I'intervalle [0, 7r]. Sur cet intervalle la fonction cosinus est continue et strictement
décroissante, donc la restriction

cos : [0,7] — [—1,1]

est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arccosinus:

arccos : [—1,1] — [0, 7]

cos(z) sin(z)
e L

T o 7 o ,/': \5 nI
e ANDES B

F16. 1 — fonctions sin cos et leurs inverse
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On a donc, par définition de la bijection réciproque:
cos(arccos(z) =x Vz € [—1,1]
arccos(cos(z) =x x € [0,7]
Autrement dit:
Si z €[0,7]cos(x) =y < = = arccosy

Notons finalement que la fonction arccosinus est dérivable sur I'intervalle | — 1, 1] et

—1
Vo €] —1,1[, arccos’(z) = ————
I cie
Démonstration:
On a Iégalité cos(arccos z) = x que I'on dérive :
cos(arccosz) =x = —arccos’(x) x sin(arccosz) = 1
1
= arccos’(z) = ————
sin(arccos )
1
= arccos’(z) = —
/1 — cos?(arccos z)
= arccos’(z) = I
V1—2a?
Arcsinus
La restriction
T
sin: |[——, =] = [—1,1
5051 = =1,1]
est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arcsinus définie par
sin(arcsin(z)) = z, Va € [—1,1]
arcsin(sin(z)) = z, Vx € [—g, g}
Onaalors: Vo € [—F, ], sin(x) = y < 2 = arcsin(y).
La fonction arcsinus est dérivable sur I'intervalle | — 1, 1] et
Vo€l =11 arcsin’ (1) = ——
x €] —1,1], arcsin (v) = ———
V1—2?
Arctangente
La restriction tan :] — 7, Z[— R est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arctangente:
T T
arctan : R —»] — —, =
Ainsi

tan(arctan(x)) = z, vV € R
™

arctan(tan(z)) = x, Vx €] — 35

[

Etsiz €] — 7, 7[, alors tan(z) = y <> = = arctany.
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0.4.6 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses
Cosinus hyperbolique et son inverse

Pour z € R, le cosinus hyperbolique est :

er +e®

ch(x) = 5

La restriction ch : [0, +00[— [1, 400 est une bijection. Sa bijection réciproque est argch : [1, +o00[— [0, +o0|

Sinus hyperbolique et son inverse

Pour z € R, le sinus hyperbolique est:

sh : R — R est une fonction continue, dérivable, strictement croissante vérifiant lim shx = —ooet lim shx = o0,
T——00 T—+00

c’est donc une bijection. Sa bijection réciproque est argsh : R — R.

Proposition
— ch?x — sh?z = 1.
— ch’x = shx, sh’xz = chx.
— argsh est dérivable et argsh’z =

— argshz =In(z + Va2 + 1).

1
z2+

[

F1G. 2 — fonctions sh, ch, argch et argsh

0.4.7 Tangente hyperbolique et son inverse

Par définition la tangente hyperbolique est :

shz
the = —
T Cha
La fonction th : R —] — 1, 1] est une bijection, on note argth :] — 1, 1[— R sa bijection réciproque.
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4
argthx

Fi1G. 3 — fonctions th et argth

Trigonométrie hyperbolique

ch?a — sh?a =1
ch(a 4+ b) = cha.chb + sha.shb
ch(2a) = ch?a + sh?a = 2ch?a — 1 =1 + 2sh’a
sh(a + b) = sha.chb + shb.cha

sh(2a) = 2sha.cha

_ tha + thb

thia+b) = 4Tt
(a+b) = T

Dérivées de fonctions hyperboliques et leurs inverses
ch’z = shx
sh’z = chx

th'x =1 —th’z =

ch?z
argch’z = 1 |z] > 1
Ve
argsh’xz = L
2+ 1
, 1
argth’z = 1= lz] <1

argeh(xz) =In(z + Va2 —1), |z| <1

arhsh(z) =In(x + V22 4+ 1), (x € R)

1.1
argthz = B In( . R

_x), (—l<z<l)
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formules trigonometriques

Rapel:

— les fonctions sin et cos sont definies sur R et a valeurs dans [—1, 1], 27-periodiques.
— La fonction tan est definie sur R\ { + k7, k € Z a valeurs dans R, m-periodiques.

— cos?(z) +sin’(z) = 1

— tan(z) = z:;((?)

— sin(—z) = —sin(z)
— cos(—x) = cos(x)

— tan(—x) = —tan(x)
— 1+ tan’(z) = cos%(m
— sin(m — ) = sin(z)
— cos(m —x) = —cos(x)
— tan(m — ) = —tan(z)

— cos(2x) = cos?(z) —sin®(z) = 2cos?(z) — 1 = 1 — 2sin’(z)
_ 2tan(z)

— tan(2z) = (o)

— sin(z) = {2, avec t = tan(%)

— cos(z) = i—i;, avec t = tan(%)

— tan(z) = 25, avec t = tan(%)

Conditions pour lesquelles cos(x) est égal a une valeur donnée y :

— En général, pour une valeur donnée y, cos(x) = y si x = arccos(y) + 2nk ou x = —arccos(y) + 2wk, pour
tout entier k.
— Remarque spéciale : cos(x) = 0 lorsque = = 7 + 7k, pour tout entier k.

Conditions pour lesquelles sin(x) est égal a une valeur donnée y :

— En général, pour une valeur donnée y, sin(x) = y si x = arcsin(y) + 2nk ou x = m — arcsin(y) + 2wk, pour
tout entier k.
— Remarque spéciale : sin(z) = 0 lorsque x = 7k, pour tout entier k.

Conditions pour lesquelles tan(x) est égal a une valeur donnée y :

— En général, pour une valeur donnée y, tan(x) = y si * = arctan(y) + 7k, pour tout entier k.
— Remarque spéciale : tan(x) = 0 lorsque = 7k, pour tout entier k.
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table des valeurs

Voici une table des valeurs remarquables pour les fonctions sinus (sin), cosinus (cos) et tangente (tan)

Angle (x) | sin(x) | cos(x) | tan(x)
—2m 0 1 0
1in 1 B T
6 2 2 V3
_ Iz V2 V2 -1
4 \% 12
5w
3 2 2 V3
—%’T -1 0 Non définie
4 :
E N EENNE
_5m V2 V2 1
4 2 2
Im 1 _V3 1
6 2 2 /3
—T 0 -1 0
_ 57w 1 _\V3 o1
6 2 2 V3
_3m V2 V2 -1
24 \% 12
B 2 ) V3
-5 1 0 Non définie
s \/ﬁ 1
— 3 2 2 \/3
T V2 V2 1
4 2 2
_x 1 V3 1
6 2 2 V3
0 0 1 0
E 1 V3 1
6 2 2 V3
L V2 V2 1
4 \% 12
3 2 2 \/g
5 1 0 Non définie
27 V3 1 \[
3 7 -2 V3
3m V2 V2 -1
4 2 2
5T 1 _V3 _1
6 2 2 V3
T 0 -1 0
s 1 _V3 1
6 2 2 V3
57 V2 V2 1
4 \% 12
47
3 2 2 \/g
oz -1 0 Non définie
5 V3 1
3 "3 |3 V3
T V2 V2 -1
4 2 2
1in 1 V3 L
6 2 2 V3
27 0 1 0
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0.4.8 Exercices

Exercice 1
Démontrer que, pour tous z,y € R :
sh(z +y) = sh(x)ch(y) + ch(z)sh(y)

ch(xz + y) = ch(z)ch(y) + sh(x)sh(y).

Exercice 2

Déterminer la valeur de arcsin(—1/2), arccos(—+/2/2), arctan(+/3).

Exercice 3

Calculer
2w —27 47 1T
arccos | cos 5 ) arccos | cos — ) arccos | cos 5 ) arccos | sin - )

Exercice 4

Soit a # 0 un réel.
1. Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur R par f(x) = arctan(ax).
2. En déduire une primitive de ﬁ.

Exercice 5

Simplifier les expressions suivantes :

tan(arcsinx), sin(arccosz), cos(arctanz).

Exercice 6
Soit f la fonction définie par
f(z) = arcsin (va 1— xQ) .

1. Quel est I'ensemble de définition de f ?
2. En posant z = sin ¢, simplifier 'écriture de f.
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Exercice 7

Montrer que, pour tout 2 € [—1, 1], arccos(z) + arcsin(z) = J

0.5 Complément sur les suites et les fonctions numériques

Ce chapitre contiendra quelques notions qui completent les suites et les fonctions numériques :
1. Relations de comparaison des suites

Dérivées successives

Relations de comparaison des fonctions

Développements limités

A

Exercices

0.5.1 Complément sur les suites et les fonctions humériques

Suites et critére de Chauchy

Le tres grand intéret du critere de Cauchy provient du fait qu’il caractérise dans R les suites convergentes, sans que la
limite apparaisse. D’ou son utilisation dans I'étude des séries par exemple, ou encore pour montrer qu’une suite n’est pas
convergente.

Le concept de suite de Cauchy correspond a la propriété que la distance entre deux termes de la suite devient arbitrairement
petite (et non de plus en plus petite) quand ces termes sont de rang assez grand.

Définition (suite de chauchy)

Soit (u,,) une suite réelle; on dit que (u,, ) est une suite de Cauchy ou vérifie le critere de Cauchy si :

p>N

n> N :\up—un|<e

Ve >0,dAN € N,Vp,n € D\l,{

Théoréme (Critére de Cauchy)

Une suite de réels est convergente dans R si, et seulement si, c’est une suite de Cauchy.

Le critere de Cauchy est utilisé pour montrer qu’une suite (u,, ) est convergente (resp divergente) dans les cas ot 'on peut
obtenir facilement une majoration (resp minoration) de \up —u,,| pour n et p assez grands. C’est le cas en particulier pour
certaines séries.

Comparaison des suites

Définition
Soient (u,,), (v,,) et (€, ) trois suites telles qu’a partir d’un certain rang u,, = v,,&,,. On dit que :
— u,, est dominée par v,, lorsque la suite (¢,,) est bornée. Notation : u,, = O(v,,).

— u,, est négligeable devant v,, lorsque la suite (¢,,) tend vers O (lime,, = 0). Notation : u,, = o(v,,).
— u,, est équivalente a v,, lorsque la suite (¢,,) tend vers 1 (lime,, = 1). Notation : u,, ~ v,,.
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Théoréme (Caractérisations)

Lorsque la suite v ne s’annule pas a partir d’un certain rang :

u,, = O(v,,) si et seulement si la suite % est bornée.
u,, = o(v,,) si et seulement si lim == = 0.
v

n

u,, ~ v,, i et seulement si limZ—" =1
n

Exemple

On a:

n = o(n?) (onprend e = 1 — 0).
In(n)=o nin) _, .

= o(n) car
nsin(n) = O(n) car %W = sin(n) bornée.

n

sin(n) = O(1) car % = sin(n) bornée.
n

n_ 1 n24+41 _  n?
T , car = —n2+1—>1.

(145"

n

n

(144" ~ecar — 1.

Remarque

n
u,, = o(1) signifie que u,, — 0.
Siu,, = o(v,,) alors u,, = O(v,,).
Si u,, ~ v, alors u,, = O(v,,).
Siu, = o(v,) etv,, = o(w,), alors u,, = o(w,,) (transitivité).
Siu, = O(v,) etv, = O(w,,), alors u,, = O(w,,) (transitivité).
U, ~ v, < u, —v, =o(v,).
sil € Retsiu, ~ [alors u, — [ (réciproque vraie lorsque [ # 0).
Siwu,, = o(v,)alors VA € R, \u,, +v,, ~ v,,.

u,, = O(1) signifie que la suite (u,,) est bornée.
1

Théoréme (croissances comparées)

Soient o, 5 > 0 :

sia < Balors n® = o(nf) et 15 = o( ).
In(n)® = o(n?).

n® = o(e™) et n® = oe
Ya € R,a™ = o(n!) et n® = o(n!).
n! =o(n").

nB).

Théoreme (les équivalents usuels)

Soit (u,,) une suite de limite nulle (lim «,, = 0). On a:

— Si f:] —a;a]— R (avec a > 0) est dérivable en 0, et si f/(0) # 0, alorsona f(u,,) — f(0) ~ f'(0)u,,.

— sin(u,,) ~ u,,
— e —1n~u,,
— In(14u,) ~u,,
— tan(u,) ~ u,,
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— 14u,)*—1~au,.
— Soit P(z) = Y_,_, ax" une fonction polynomiale avec a,, # 0, alors P(n) ~ a,n” (équivalence avec le terme

de plus haut degré).
— Soit Q(z) = % une fraction rationnelle avec a,,z” le terme de plus haut degré de P (a,, # 0) et b,z" celui de

R (b, # 0), alors Q(n) ~ (Z—pnp’T (équivalence avec le rapport des termes de plus haut degré).

Théoréme

Soient u et v deux suites,

— Siu,, ~ v, alors les deux suites ont le meme singe & partir d’un certain rang.

— Siwu,, ~uv, etsilimv, =1 € RU{400, —o0}, alors limu,, = 1.

— Siw,, ~v,etsia, ~b,,alors u,a, ~ v,b, (compatibilité avec la nllultipliclation).

— Si u,, ~ v, etsivne sannule pas a partir d’'un certain rang, alors w ™o (compatibilité avec le passage a
I'inverse).

— Siu,, ~ v, etsiv, > 0ne s’annule pas a partir d'un certain rang, alors u;, ~ v, pour tout réel o (compatibilité
avec les puissances constantes).

Avertissement:
— Siu,, = o(v,) etw, = o(v,) ce ne veut pas dire que u,, = w,, !
— Il n’y a pas compatibilité avec 'addition en général, par exemple : n + % ~ net—n ~ 1 —mn, mais % n’est
pas équivalent a 1.
— Ces propriétés sont utiles pour les calculs de limites qui ne peuvent pas étre faits directement : on essaie de se
ramener a un équivalent plus simple (s’il y en a ...) dont on sait calculer la limite.

Note: L’écriture u,, = v,, + o(w,,) signifie que u,, — v,, = o(w,,).

Exemples
— % =o(1)
— 11: o(n)
U
— (In(n))* = o(n)
— 3" =o(n!)
— e"=0(3")
N n31: P
Tari o n TR
— n?+2n(n) +4+ = ~n?

— 22 —n+nd~nd

— In(n) + (In(n))? ~ (In(n))?

Théoréeme (formule de stirling)
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n! ~ (2)"V2mn

Dérivées successives

Définition
Soit une fonction f dérivable sur D C R. Sa fonction dérivée f " est appelé dérivée premiere (ou d’ordre 1) de la fonction

fsurD. f " est appelé dérivée seconde (ou d’ordre 2) de la fonction f. Par itération, pour tout naturel n > 2, on définit la
fonction dérivée n-ieéme (ou d’ordre n), notée f (") comme étant la fonction dérivée de la fonction dérivée d’ordre (n—1),

soit : f(") = (fn=1)y,

Exemple

Déterminer les dérivées d’ordre 1, 2 et 3 des fonctions suivantes :
— flx)=ar 222+ 2 -1
— g(z) = cos(2x) + sin(2x)

Exercice
Soit la fonction f définie sur | — 1; 4+o00[ par : f(x) = In(z + 1).

1. Calculer les dérivées d’ordre 1, 2, 3 et 4.
2. En déduire et Démontrer par récurrence 'expression de la dérivée d’ordre n.

Fonctions de classe ¢"

Définition
On note :
— ©°(I) est I'ensemble des fonctions continues sur 1.
— CY(I) est 'ensemble des fonctions continiment dérivables sur 7, i.e. 'ensemble des fonctions qui sont dérivables
sur I dont la fonction dérivée f " est continue sur /.
— C"(I) est I'ensemble des fonctions n fois continiment dérivables sur 7, i.e. I'ensemble des fonctions n-fois déri-
vables sur I dont la fonction dérivée n-ieme f (") est continue sur 1 ;
— (@°°(I) est I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur I.

Dérivée n-ieme usuelles

Proposition

Soient @ € R, n € N, f et g deux fonctions telles ques Vz € R, f(z) = 2™ et g(x) = (x — a)™. Alors f et g sont de
classe € sur Ret Vk € N,V € R,

nn—1Dx..xn—k+Dz"* sik<n
f<k)(x)_{o( sik)>l ( )
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n—k :
®y_ J nn=1)x..x(n—k+1)(z—a) sik<n
") {o sik > 1

Proposition

1 1
Soient a € R, f et g deux fonctions telles ques Va: € R*, f(x) = — et Vo € R\ {a},g(x) = ——. Alors f et g sont
x T—a

de classe C> sur R* et R \ {a} respectivement et on a:

. (—1)™n!
— VneN Y eR, f(x) =

. o (—=1)"n!
— VneNVreR g"(@) = o —

Proposition

Les fonctions exp, In, sin, cos sont de classe > sur leur domaine de définition et on pour tout n € N :
— exp!™(z) = exp(z)
L ll‘lm)(.’l?) _ (—1)”_1£n — 1)'
x
— sin™(z) =sin(z + n%)
— cos!™(z) = cos(z +nZ)

Proposition

Si f et g sont deux fonctions de classe €™ sur un intervalle I, alors pour tout A € R, (Af + g) et fg sont encore des
fonctions de classe C™ et de plus :
n!

— (fo)™ =3 (P g k) (avec (}) = m)

Proposition

Soient I et J deux intervalles et soit f : I — Retg: J — Ravec f(I) C J.Si f est de classe C™ sur I, et si g est de
classe C™ sur J, alors g o f est de classe €™ sur I.

Remarques
— Va € R,z z* = exp(aln(z)) est de classe > sur 0, +00].
— Va > 0,z a” = exp(zIn(a)) est de classe € sur R.
— Si f et g sont deux fonctions de classe €™ sur un intervalle I et si g ne s’annule pas sur l'intervalle /, alors la

fonction x > fE!E; est de classe €™ sur l'intervalle 1.
g(x
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Comparaison des fonctions

Soit I un intervalle de R et a € I. Nous supposerons ici que f et g sont deux fonctions qui ne s’annulent pas sur un

voisinage de a privé de a. Il s’agit ici de comparer les 2 fonctions au voisinage de a. Pour cela, formons leur rapport

f(z)
g(z)

et regardons ce qui se passe lorsque x — a.

Définition

1.

. Si

. Si

f(z)

S g9(z)

est bornée au voisinage de a, on dira que f est dominée par g au voisinage de a et on écrit:
f= O (g)ou f =0(g)ouencore f = O(g) au voisinage de a
Tr—a a
f(z)

f() tend vers 0 lorsque x tend vers a (lim —— = 0), on dira que f est négligeable devant g au voisinage de
g(x) v—a g(x)
a et on écrit:

f= o (g)ou f=o0(g)ouencore f = o(g) au voisinage de a

f(z)

x
f(@) tend vers 1 lorsque « tend vers a (lim —— = 1), on dira que f et g sont équivalentes au voisinage de a
g(z) e=a g(x)
et on écrit:

f ~ gouf~ gouencore f ~ g au voisinage de a
r—a a

Remarque

Notation : f(z) = O(g(x)), f(z) = o(g(x)), f(x) ~ g(x) au voisinage de a.

Par abus de langage, on notera O(g) (respectivement o(g)) toute fonction étant un grand O (repectivement petit
0) de g au voisinage de a.

Lorsque f(z) = O(g(x)), on pourra dans un calcul remplacer f(z) par O(g(z)) mais ATTENTION! IL EST
FAUX de remplacer O(g(x)) par f(x).

Lorsque f(x) = o(g(x)), on pourra dans un calcul remplacer f(x) par o(g(x)) mais ATTENTION! IL EST
FAUX de remplacer o(g(x)) par f(z).

Ne JAMALIS écrire que f(x) ~ 0 puisque la fonction nulle ne vérifie pas les conditions d’application de la
définition!!

1l faut toujours specifier le voisinage du point dont on compare deux fonctions!

f = O(1) au voisinage de « signifie que f est bornée au voisinage de a.

f = o(1) au voisinage de a signifie que f tend vers 0 lorsque = — a (ilg}l f(x)=0).

I n’y a aucune relation entre f(x) ~ g(z) et lim f(z) — g(z) = 0.
a T—a

Exemples

2.

3.

25 — 2t + 2z. Alors:
) x) au voisinage de 0.
) x°) au voisinge de +00.
— f(z) = o(x) au voisinge de 0.
— f(z) = o(2") au voisinage de +oo.
Si P est une fonction polynomiale non nulle :
— P est équivalente a son mondme de plus haut degré au voisinage de +oo

— P est équivalente a son mondme de plus bas degré au voisinage de 0
T T

Au voisinage de +00 : ch(z) ~ % et sh(z) ~ %

50

Table des matiéres



Cours Analyse

Remarque

Une fonction donnée admet une infinité d’équivalents au voisinage d’un point a. Seulement I'intérét d’un équivalent est de
remplacer une fonction par une autre fonction plus simple. On choisira donc toujours I’équivalent le plus simple.

Par exemple, au voisinage de +o0o on a:
— 23 —222 +3xr -5 ~a?
— 23222 4+ 3z -5~ 52 +38
— 23 =222 + 32 -5~ 2%+ 422 -6
— 2% =222 +3r —5 ~ 23 — 222
Seul le premier équivalent a un intérét!!

Proprietes
— Soit p, g € N alors 2P = o(z9) au voisinage de 0 < p < p.
— Si au voisinage d’un point @ on a f(x) = o(g(z)) alors f(z) = O(g(z)).
— Soient a, 8,y > 0 trois reels strictment positifs:
— Comparaison In et puissances:
— au voisinage de +oc0 : (In(z))® = o(z?).
— au voisinage de 0+: | In(z)|* = o(%).
— Comparaison puissance et exponentielle :
— au voisinage de +o00 : 2” = o(e®)
— au voisinage de +00 : 2% = o(a®) sia > 1.
— au voisinage de —00 : €7 = o(5) si B € N.

Proposition
— Opérations sur les relations de comparaisons
1. f=o0(g9),9=o0(h) = f=o(h) cad (transitivité) la méme chose avec O
2. fi=0(9),f,=0(9) = f1 + fo = o(g) cad 0(g) + 0o(g) = o(g) la méme chose avec O
3. fi=o0(g1), fo = 0(g2) = [1fo = 0(g192) cad 0(gy)o(g5) = 0(g,9,) l]a méme chose avec O
4. f=o0(g) = hf = o(hg) cad ho(g) = o(hg) la méme chose avec O
5. f=0(Ag)(A € R*) = f =o0(g) cad o(Ag) = 0o(g) la méme chose avec O

— Caractérisation de I’équivalence de deux fonctions

On a au voisinage d’un point a :
f(@) ~g(z) & f(x) = g(x) + o(g(z))

Cela sera particulieremet utile lorsqu’on souhaitera remplacer une expression par un équivalent dans une égalité
— Lien entre les relations de comparaison
On se place au voisinage d’un point a. - Si f(z) ~ g(z) alors f(z) = O(g(x)). - Si f(z) ~ g(z) et f(x) = o(h(x))
alors g(x) = o(h(x)).- Si f(z) ~ g(z) et h(z) = o(f(x)) alors h(z) = o(g(x))
— Calculs avec des équivalents

1. si f(z) — letl#0alors f ~1
r—a a

. i g
2. sif) ~ gy et for~gyalors fifo ~ gigyet 2L~ =L
a a a f2 a 92

3. si f ~ get f et g sont positive alors f* ~ g pour tout o € R.
a a
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Théoréme (Les équivalents de références)

Les limites usuelles en 0, nous donnent les équivalents suivants au voisinage de 0 :
— sinx ~x
— arcsinz ~
— shx ~ =z
— tanx ~ T
— arctanx ~ x
— thz ~x
— 1 —cosz ~ ””—22
— 1 —chzx ~ ’”—22
— In(l+z)~z
— e =1~z
— (1+2)*—1~azx

Plus généralement, au voisinage de a lorsque f(z) — 0,ona :

— sin f(z) ~ f(z)

— arcsin f(z) ~ f(z)

— shf(z) ~ f(z)

— tan f(z) ~ f(x)

— arctan f(x) ~ f(x)

— thx ~ f(z)

— 1—cos f(z) ~ f<§)2
— 1—chf(z) ~ f(;:)
— In(1+ f(z)) ~ f(x)

— el 1~ f(x)

— (14 f(@)* =1~af(z)

S

Théoréme (calcul avec les equivalence)
1. Si f(z) —»letl#0alors f ~ L.

r—a
2. Sify ~ gy et fo ~ g, alors fifo ~ 919 et % ~ %_

3. Soita € R. Si f ~ get f et gsont positives alors f* ~ g* .
a a

Proposition (Un équivalent donne localement le signe de la fonction)

Soient deux fonctions f, g : I — R et un point a € I. Si au voisinage du point a, f ~ g alors, il existe un voisinage V' de
a sur lequel f et g ont méme signe.

Proposition (Un équivalent donne la limite)
Soient deux fonctions f, g : I — R et un point a € I.

Si f ~getlimg(z) =lalors im f(z) = L.
a r—a T—a
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0.5.2 Dévelopements limités

Une méthode usuelle pour étudier des fonctions et de les approcher par des fonctions plus simples. Les fonctions polyndmes
forment une classe de fonctions élémentaires qui se manipulent facilement vis a vis des opérations usuelles (dérivation,
somme, produit, intégration, dérivation,...). Ainsi, il est naturel d’essayer d’approcher les fonctions par des polyndmes.

Les développements limités correspondent a une mise en oeuvre locale de ce programme. Chercher un développement
limité d’une fonction f au voisinage d’un point a, c’est chercher un polyndme qui, au voisinage de a, se comporte comme
f. Voici un site qui donne le dévelopement limité d’'une fonction. Voici un site qui donne la courbe d’une fonction et la
courbe du polyndme de son développement limité.

Définition
Soit f : I — R une fonction et soit a € I . Soit n € N, on dit que f admet un développement limité d’ordre n en a (ou
un DL, (a)) lorsqu’il existe un polynéme 7" de degré au plus n tel que :

f@) =T —a) +ol(x—a)")

Si c’est le cas, alors le polyndme T'(x — a) est appelé partie réguliere et la partie o((z — a)™) est appelé reste du DL, (a).

Exemple

Onasinx v donc par définition sinz = x + 8(3:) Cestun DL, (0) de sinz.

Formule de Taylor

Théoreme(Théoreéme de Taylor-Young)

Soit f : I — R une fonction de classe C", (n € N, et soit a € I. Alors pour tout x € I on a:

”(a (n) a
flx) = f(a) + f'(a)(x —a) + f2(! )(3: —a)?+ ..+ f n'( )(x —a)" + (z —a)"e(x)
avec £(z) — 0 quand x — a.
On peut aussi écrire:
"(a (n) a
fw) = fla) + @) —a) + T @ a4 T 0 ofa - ap

Exercice
Soit f :] — 1, +00[— R définit par f(z) = In(1 + x).

On a f est infiniment dérivable. Appliquons la formule de Taylor-Young a la fonction f au voisinage de 0, soit 7,, la
fonction polyndmiale associée a chaque 7, pour cela on calcule d’abord f*)(0) pour k = 0,1, ..., n.
— f(0)=0
— f(0)=1
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Montrer par récurrence que f) (z) = (—1)"(n — 1)!@ etalors f(™(0) = (—1)* *(n —1)!

Voici donc les premiers polyndmes de Taylor:

Les formules de Taylor nous disent que les restes sont de plus en plus petits lorsque n croit. Sur le dessins les graphes des
polynémes 1}, T3, 15, 15 s’approchent de plus en plus du graphe de f. Attention ceci n’est vrai qu'autour de 0.

y=1In(1+x)

FiG. 1 — Approximation

Cas particulier : Formule de Taylor-Young au voisinage de 0. On se ramene souvent au cas particulier ou a = 0

f"(0) £(0)

f(@) = f0) + [ (0)z + 5=a? + ... + =" + a"e(x)
avec ¢(z) — O quand © — .
On écrit souvent cette formule avec la notation dite “petit 0”
an (n) 0
£y = 10 + £ )+ T2 g IOy o)

Développements limités au voisinage d’un point

Définition et existence

Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction quelconque.

Definition

Pour a € I etn € N, on dit que f admet un développement limité (DL) au point a et a l'ordre n, s’il existe des réels
gy €15 --- 5 &y et une fonction € : I — R telle que lim ¢(z) = 0 de sorte que pour tout z € [ :
Tr—a

fl@)=cotelw—a)+ ez —a)®+.. +e,(r—a)"+(z—a)e()

— Légalité précédente s’appelle un DL de f au voisinage de a a 'ordre n.
— Leterme ¢y + ¢;(x — a) + cy(x — a)? + ... + ¢, (z — a)™ est appelé la partie polynomiale du DL.
— Le terme (z — a)™e(x) est appelé le reste du DL.
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e . s (k
La formule de Taylor-Young permet d’obtenir immédiatement des développements limités en posant c¢;, = fk—,J

Remarque

1. Si f est de classe C"™ au voisinage d’un point 0, un DL en 0 a I'ordre n est I'expression:

77(0) . f(n)(())

f@) = 1)+ 'O+ -

" + a"e(x)

2. Si f admet un DL en un point a a 'ordre n alors elle en posséde un pour tout & < n. En effet

an (k) a
flx) = fla)+ f(a)(x—a)+ f2(! )(x—a)2 + ...+ / k'( )(:l:—a)’C
(k+1) (g ) (g
g D oy e aete)

Unicité

Proposition

Si f admet un DL alors ce DL est unique.

Preuve: En exercice (supposer I'existence de deux DL, puis utiliser la propriété d’'un polynéme nul.)

Corollaire

Si f est paire (resp. impaire) alors la partie polynomiale de son DL en 0 ne contient que des monomes de degrés pairs
(resp. impairs).

Remarque

Si f admet un DL en un point @ a l'ordre n > 1, alors f est dérivable en a et ona ¢; = f(a) et ¢; = f'(a). Par
conséquent y = ¢, + ¢; (= — a) est 'équation de la tangente au graphe de f au point d’abscisse a.

DL des fonctions usuelles a I'origine

Les DL suivants en 0 proviennent de la formule de Taylor-Young.
expr=1+L 4+ 2 4 4+ I 4 ane(x)
chy =1+ 5 + 5 o+ oy + 27" e (@)

shx =1+ %z—? + ”g)—? e 7(;2:11)! + 227+ 2e(x)

cosx =1— ””2—? + % ot (—1)"(3?3I + 22t le(x)
sha =1+ 57 + 41 o+ (=) " Gy + 22" 2e(x)
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L =l+az+a22+ . +a2" +a"(a)

ﬁ =l—z+22—23+ ... + (=1 2" + 2"¢(x)
In(1+2z)=2— 5”2—2 + %3 — o (D)TIEE 4 gne(x)
Généralement, pour o = —1, on a:

(a—1)

(1+z)*=1+ar+ “5a®+ ... + ala=l).(a=ntl) ‘gaH’H)z" + a"e(x)

n
En ])articulier pour & = 1 on a:
’ 27 *

VIdo=1+2—1a2 4 4 (—1)niB38CnBlyn | gne(g)
DL des fonctions en un point quelconque

La fonction f admet un DL au voisinage d’un point a si et seulement si la fonction = +— f(x + a) admet un DL au
voisinage de 0. Souvent on ramene donc le probléme en 0 en faisant le changement de variables h =  — a.

Exercice
DL de f(x) =expzen 1.

On pose h = = — 1. Si « est proche de 1 alors h est proche de 0. Nous allons nous ramener a un DL de exp h en h = 0.
On note e = exp 1.

expr = exp(l+(x-1)) =exp(l)exp(z —1) =eexph
h2 n
— 4+ ...+ —+h"%(h
e(1+h+2+ +n!+ e(h))
—1)2 - 1"
7@ ) + .+ 7(:5 )
2 n!

e(l+(z—1)+ + (z —1)"e(z —1)))

ol lime(x—1)=0
r—1

Opérations sur les développements limités

Somme et produit

On suppose que f et g sont deux fonctions qui admettent des DL en 0 a l'ordre n :

flr)=cy+ca+..+ca"+a"e(z) et g(x)=dy+diz+..+d,z" + 2 ey(x)

Proposition
— f+ gadmetun DL en 0 l'ordre n qui est:

(f+9)x) = flz)+g(x)
= (co+do) + (c; +dy)a+ (g +dg)a® + ... + (¢, +d)2" + a"e(z)

— f x gadmetun DL en 0 I'ordre n qui est:

(fxg)x) = flz)xg(x)
= T,(z)+ z"e(x)

ou T, (x) estle polynéme (cy + ¢y + ... + ¢, ™) X (dy + dyx + ... + d,,2™) tronqué a ordre n.
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Exercice
Calculer le DL de cosx x v/1 + x a l'ordre 2,
Onacosz =1—2 +a% (x) et VI + o =1+ Lo — 1a® +a22,(x).

Donc:
2, 11,
cosz X V1i4+ax = (1—?+x51(x))><(1+§x—§x + z%ey(x))
1 5
= 1—|—§x—§x2+x26(x)

Composition

Soient f(z) = C(z) + 21 (z) = ¢y + 1z + ... + ¢, ™ + "¢, (z) et g(x) = D(z) + x"ey(x) = dy + dyx + ... +
d,x™ + z"eqy(x)

Proposition

Si g(0) = 0 (c’est-a-dire d, = 0) alors la fonction f o g admet un DL en 0 a 'ordre n dont la partie polynomiale est le
polyndme tronqué a I'ordre n de la composition C(D(x)).

Exercice

Soit h(z) = /cos z, On cherche le DL de h en 0 aT'ordre 4. Onpose f(u) = +/1+ u,alorsona f(u) = 1+ 1u—fu’+
2

u“e(u) au voisinage de 0 a I'ordre 2, et si on pose u(z) = cosx — 1, alors h(x) = f(u(x)), et u(0) = 0, D’autre part le
u

DL de u(z) enz = 0 alordre 4 est: u = —1z% + 572 + 2%e(z), en appliquant la prop .., on a u? = 1z* + 2e(x).
D’ou,
1 1 1,1 1 1.1
h(z) = flu) =1+ U~ qu +u?e(u) = 1+ 5(—5332 + ﬂx‘l) — §<Zx4) + zle(x)
1 1
= 1- 1:1:2 + @x‘l - 321‘4 + ate(z)
= 1— 1:52 — ix‘l + zie(x)
4 96
Division

Soit a déterminer le DL de f/g, quitte & multiplier le DL de f par celui de 1/g, il suffier de trouver le DL de ce dernier,
enposant f(z) = ¢y + ;& + ... + ¢, x” + x"ey(x) et g(x) =dy+diz+ ... +d, " + x"eq(x)
cherchons le DL de 1/g, pour cela on utilise le DL de p%u,

1. Sidy =1, u=dyx+ ..+ d,a" + 2"e(x),

2. Si d, est quelconque avec d, # 0 alors on se rameéne au cas précédent en écrivant
1 1 1

g(z) — do 1+%m+u.+j—3z"+%2&)

3. Sidy = 0 alors on factorise par z* (pour un certain k) afin de se ramener aux cas précédents.

0.5. Complément sur les suites et les fonctions numériques 57



Cours Analyse

Exercice

DL de % en 0 a Pordre 4.

1+ - 0+ )1 1
21z oz
1 x T x T
- -1 12 LTya L3 Lg 4
SA+0)1—2+ (5P =GP+ (5) +ale@)
= 14-{ xj—f—ﬁ—ﬁ—l—x‘la(@“)
2 4 8 16 32

Applications des développements limités, Calculs de limites

Les DL sont tres efficaces pour calculer des limites ayant des formes indéterminées ! 1l suffit juste de remarquer que si
f(z) =cy+cy(x—a)+ ... alors lim f(z) = ¢,
r—a

.. In(142)—tanz+21 sin? =
Limite en 0 de (1+) 2

322 sin”
Notons % cette fraction.
En 0,
1 .9
fz) = In(l+z)—tanx + 5 sin"x
2?2 2 2t 4 3 4 1 23 3319
= ($—§+§—Z+0(5ﬂ ))—($+§+0(~T ))+§(9U—€+0($ )
5
= Em‘l + o(x?)
g(z) = 3a2sin’z
3zt + o(z?)
g f@) _ —fetto(at) | —Fto(l)
Ainsi Tﬁ) - 3z%+o(z?) T 3+o(1)
D’ou,
fim 7 _ 5
z—a g(x) 36
0.5.3 Exercices
Exercice 1
Quels sont les équivalents corrects parmi les propositions suivantes?
Ln~,  n+1 2.n?~ nP+n 3. In(n) ~ In(10%n)
4. exp(n) ~, . exp(n+107°) 5. exp(n) ~, o, exp(2n) 6. In(n) ~, . In(n+1).
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Exercice 2

Trouver un équivalent le plus simple possible aux suites suivantes :

l.un:nil—ni_l 2., =vn+1l—vn—1
3 — 1

— n*—V1n? —
n =Tt Az, =sin ()
Exercice 3
Déterminer un équivalent le plus simple possible des fonctions suivantes :
l.z+1+InzenOecten + oo 2. cos(sinz) en0
sinzIn(1 4 x2
3. cosh(y/z) en + oo 4. sinzin(l +27)
. rtanx
5. In(sinz) en 0 6. In(cosx) en 0
Exercice 4
Classer les suites suivantes par ordre de “négligeabilité” :
1 1 1 "
an:ﬁ bn:'yT2 Cn:% dn:fTS
e,=n f,=1 g, =+vnew

Exercice 5

Classer les fonctions suivantes par ordre de négligeabilité en +oo

1

fi@) =, fo(z) = exp(z), fy(x) = —, falx) =2, fs(x) =In(x), fo(z) = Ve, fr(z) =

x

Exercice 6

1. Démontrer que

In(1+ ) + 2% ~y vetz? + 23 ~y 22

In(1 2

En déduire lim In(l +2) +2*
z—0t a2 4l

2. Démontrer que

sin(2x) ~ 2z et tan(3z) ~; 3x.

En déduire Lim Sm(%)
@0+ tan(3z)

5
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Exercice 7

En utilisant (éventuellement) des équivalents, déterminer les limites suivantes :

(1 —cosx)(1+ 2z) Vo +3

1. 0 2. 1 —_—
250 22 — 2t lim 23 +2) G (7)
3. lim In(1 + sinx) 4 lim In(sin” x2)
z—0 tal‘l(6a?) /2 (g _ LL’)
I BV 1
5. fim MCOST) 6. lim vizr+iln|1—Y""
z—0 1 — cos 2z T—+00 42

7 ( 1 ) 1 8. 1i ( T ) oy
. lim exp|— | —exp| —— . lim [ ——
e P\ 32 P (x+1)2 z—0 \sinx
9. lim (1 — cosx) arctan x
a0 rtanz

Exercice 8

Comparer les fonctions suivantes :

1. zlnz et In(1 + 2z) au voisinage de 0.
2. zInx et Vo2 + 3z In(z?) sin z au voisinage de +oo.

Etudier si les fonctions suivantes sont dérivables et C! sur R :

fa) = { g2 sin (+) zig g(z) =

Exercice 9

Calculer les développements limités suivants :

1

1. —— —e®alordre3en 0 2.Vl—z++vV1+4+zalordre4en0
—x

3. sinx cos(2x) al'ordre 6 en 0 4. cos(z)In(1 + ) alordre 4 en 0

5. (2> 4+ 1)V1 —z al'ordre 3 en 0 6. (In(1+ :c))2 al'ordre 4 en 0

Exercice 10

Déterminer les développements limités des fonctions suivantes :

al'ordre 4 en 0 2. tan(z) al'ordre 5en 0

JEEes -
3. Y 3 lordre 2 en 0 4. m alordre 3 en 0.
cosz + 1 s
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Exercice 11

1. In (ﬂ) al'ordre 4 en 0 2. exp(sinz) al'ordre 4 en 0
x

1
3. (cosx)*"® al'ordre 5 en 0 4. z(coshz)” alordre 4 en 0.

0.6 Les Séries Numériques

Le présent Chapitre contiendra :
— Définitions
— Séries a termes positifs
— Séries alternées

0.6.1 Les séries numériques

Définitions et premiéres propriétés

Définition
Soit (u,,), ey une suite d’éléments de R (ou C). Pour tout n € N on pose S,, = ZZ:O uy, (n~™¢ somme partielle). La
série de terme général u,, est la suite (S,,),,. S,, est la somme partielle de rang n de la série de terme général u,,.

Sn:u0+ul++un

La série de terme général est notée D . u,, ou Y u,.
On s’intéresse a la limite de ano u,, lorsque n — +oo0.

On dira que la série ) u,, est:
— convergente (CV) si lim
— divergente (DIV) sinon.
— absolument convergente (AC) si la série de terme général |u,,| (ou encore  _  [u
On dira aussi que la série converge simplement (CS) si elle converge mais pas absolument.

. .. +oo
n—+o00 Sn existe, et on note alors ZnZO Uy, cette limite ou encore Zn:O Uy -

.| est convergente.

On peut définir de méme la notion de convergence de la série pr u,, si u,, n’est définie qu’a partir du rang p :

Zunzup—i—upﬂ—i—...

n>p

La modification d’'un nombre fini de termes de la série ne change pas sa nature (CV, AC, DIV, CS).

Proposition (Condition nécessaire)

Silasérie ) _ u, converge alors (u,,) converge vers 0.

Toute série dont le terme général ne converge pas vers 0 est donc divergente. Par exemple, la série de terme général n
(Zn> o ) est divergente. Par contre si le terme général converge vers 0 cela ne veut pas dire que la série est convergente.
La convergence de la suite de terme général vers 0 est condition nécessaire mais pas suffisante.
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Série harmonique > _ —
=n

. . 1 . .
La série harmonique (de terme général —) est divergente. En effet, pour montrer ca, on va montrer que la suite des somme
n

partielle est plus grandes qu’une suite qui est divergente.

Soit k& > 1.

. 1 . . . 1
La fonction f : «  — est continue sur l'intervalle [k, k + 1]. D’autre part la fonction g : = % est constante sur cet
€T

intervalle.
1 1 . .

De plus, nous avons pour tout = € [k, k + 1], — < z c’est-a-dire, f < g sur cet intervalle.
x

Par suite, j];kﬂ fx)dx = j];kﬂ i—x < j:ﬂ g(z)dz =

1
=
Maintenant soit n > 2. Alors

2 dx " dx " dx 1 1
= 4.+ — =] —<1+-+4+.+=-=85,
x . T n

1 oz 2

nd
Nous avons [ ?x = In(n). Or, In(n) — +oo donc S,, — +o0.

. 1 .
Enfin, la série ) — est divergente.
n

Série géométrique ) _ ¢"

La suite des sommes partielles est donnée par S,, = 1 +¢q + ¢ + ... + ¢™.
Donc

Spi=1+q+ @+ +¢"+¢""=1+q0+q+¢+..+¢") =1+4gS,

D’autre part,

Sn+1 _ Sn — qn+1
Donc
1+ (¢g—1)S, =¢""
Silq| # 1,
Sn 7 qn+1 -1 1— qn+1
qg—1 1—gq

et s’en suit alors que .S,, diverge si |g| > 1 et converge si |¢| < 1. Dans ce dernier cas on a Sn — T
—q
Enfin, la série diverge si ¢ = +1. En effet pour les deux cas, le terme général ne converge pa vers 0.

Théoréeme

1
q| < 1. Le cas échéant ZZ:) =

La série Zn>0 q" converge si, et seulement si, T
> —4q
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Définition
Soit > u,, une série convergente. On appelle reste d’ordre n de cette série la quantité R,, donnée par
o0
R,= ) w
k=n+1
On a alors

S:iuk:Sn—&—Rn
=0

Proposition

Le reste d’ordre n d’une série convergente Y | u,, tend vers 0, lorsque n. — +o0.

Proposition

Soient 3 u,, et > v,, deux séries convergentes. Alors Y (u,, + Av,,) converge pour tout A € R.

Proposition

Soient Y u,, et > v,, deux séries convergentes telles que u,, < v,,. Alors

o0

o0
E U, < v,
=0

=0 i

Séries a termes positifs

Lemme

Soit Y u,, une série a termes positifs, u,, > 0. Alors Y u,, converge si et seulement si la suite des somme partielles est
majorée, c’est-a-dire IM > 0 tel que S,, = Z::O uy, < M,Vn.

Théoreme (Criteres de convergence)

Soient les deux séries > u,, et > v,,. Alors on:
1. Si0 <wu, <wv,,alorsona Y v, converge = > u,, converge et »_ u,, diverge = > v,, diverge.

LU .
si — — 1 lorsque n — +oo alors > u,, et Y _ v,, sont de méme nature.
n
S'il existe a > 1 tel que n®u,, — 0 alors Y _ u,, converge.

Soit u,, > 0 telle que t/u,, — lalors, > u,, converge sil < 1 et diverge si [ > 1. (Régle de Cauchy).

wokwn

Soit u,, > 0 telle que Uni1 I, alors > u,, converge si ] < 1 et diverge sil > 1. (Regle de D’Alembert).
U

n
Pour le cas [ = 1 dans les regles de Cauchy et D’Alembert on ne peut pas identifier la nature de la série. Dans ce cas on
doit utiliser d’autres méthodes (déja citées) ou d’étudier la suite des sommes partielles.
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Exemple: Serie de Riemann

. .1
On considere la serie —avec o € R.
n

1 1
— Sia < 0alors — =n" + 0 donc la série Z — diverge.
— Sia =1 alors 11 s’agit de la série harmonique qui dlvergente
1 1
— 810 <a,ona — < — donc la série > — diverge d’apres le critére de comparaison.
n o n n

— sia>1,alorsonapour k > 2:

Donc
n n
1 dx
oL
=1 1 v
dx dx
Or o > 1 donc f — ex1ste estlim, 1” — = floo —
x

Alors, S, est croissante et majorée donc convergente :

“+oo o0
1 limSS/ .
1

Théoréme (Séries de Riemann)

. 1 . .
Laserie ) —, a € R, converge si et seulement si a > 1.
n

Exemples

227167271 227167271
1. La série de terme général u,, = )
n n

Par la regle de D’Alembert, on a

22n+26—2n—2

Uu, +1 2 n 2 2
n+1 n

= = |- — | = <1
U 22n6 2n (6) n—+1 (6)

n

n

Donc la série est convergente.
n

n+1

)"

2. La série de terme général u,, = (

Par la regle de Cauchy, on a

Vit = (n—|—1

1 1
Or, (1+ —)" — e.Done, ¢/u, = ———— 21
n -

Par suite la série est convergente.

64 Table des matiéres



Cours Analyse

3. Soit u,, = ( ) )"2 avec a € R*. On veut étudier la nature de la série de terme général u,,.
n
n
, a a”
Par la régle de Cauchy, ona p/u,, = = T = T
1+ - 1+ -
n

— sia < 1nous avons {/u,, — 0 < 1, donc la série de terme général u,, converge.
— sia = 1 nous somme dans le cas de I'exemple précédant. La série de terme général u,, converge.

— sia > 1 nous avons {/u, — 400, donc la série de terme général u,, diverge.

. » an . .
Par suite, la série Z(?)"2 avec a € R converge si et seulement si ¢ < 1.
n

dx

i = sinz
4. La serie de terme general u,, = j(‘) n T a7
T

Pour tout z € [0, Z] C [0,7] onal <1+ 2? <1+ 72 Donc < 1.Dou,

<7
1472 = 1422

sinx
14 22

<sinzx

et ca par ce que Va € [0, 7], sin(z) < 0. On en déduit,

= sing s
— [ noo; 1 _ uy
Ogunffo 1+x2d:17§f0 sinzdr =1—cos X
) i 1—cosZ . . x
Et puisque lim,,_, —+ = 1 (pourquoi?) donc la serie de terme general 1 — cos 7 est de meme nature

n
2

. ™ . . . .
que la serie de terme general — . mais cette serie est convergente car c’est une serie de Reimann (2 > 1). Donc
n

1—cos % est convergente et par compariason la serie de terme general w,, est convergente.

Séries alternées

Théoréeme (Critére spécial des séries alternées)

Soit > w,, une série alternée. Si la suite (|u,,|),, est décroissante et |u,,| — 0, alors > u,, converge.

Exemple

(=D

La série de terme général u,, = est une série alternée. En effet, elle s’écrit comme (—1)"|u,,|. La série n’est
n

1 L .
pas absolument convergente car |u —. Donc on ne peut rien dire a ce stade. En revanche, on remarque que la suite
n

nl =
(lu,,]),, est décroissante et |u,,| — 0. Donc, en appliquant le critére spécial des séries alternées la série de terme général
(=D"

U, = " est convergente.
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0.6.2 Exercices
Exercice 1

Etudier la convergence des séries suivantes :

Exercice 2

Etudier la convergence des séries suivantes :
+00

2
Slzznn—gl

n=2

+00 2
52:;%

+00 4
B (2n+1)
53 = Z (Tn?2 +1)3

n=2

Exercice 3

Etudier la convergence des séries suivantes :
+o0o 1
Sy = Z(l - ﬁ)n

n=2

+oo

Sy = Z(ne% —n)

n=2

+00
Sg=> In(l+e™)
n=2

Exercice 4

Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

n2
1. un:< n )
n+1

1
2. U, = ————
ncos“n
3 1
C Uy =
(In(n))
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Exercice 5

Justifier la convergence et calculer la somme des séries suivantes :

Exercice 6

2n + 2

On considere la suite (u,, ), définie par uy = 1 et, pour tout n € N, u,,, | = 25l
n

1. Montrer que la suite (u,,),, est convergente. On note [ sa limite.
2. Montrer que la série de terme général (In(u,,) — In(w,,,;)) est une série divergente.
3. En déduire la valeur de [.

Exercice 6

Etudier la convergence des séries . u,, suivantes :

0.7 Intégration

Le présent Chapitre contiendra :
— Définition de I'intégration
— Premitive et intégrale des fonctions continues
— Methodes de calcul des premitives
— Exercices

0.7.1 Intégrale des fonctions en escalier

a et b désignent deux réels tels que a < b. Toutes les fonctions sont supposées définies sur [a, b] et a valeurs réelles. Le but
de l'intégration est de définir un nombre qui, pour une fonction f positive sur un segment [a, b] , mesure I'aire délimitée
par sa courbe représentative, 'axe des abscisses et les deux droites d’équations x = a et x = b. Ce nombre sera appelé

intégrale de f sur [a, b] et notée :
b
|t
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Subdivision d’'un segment

Définition 1
— On appelle subdivision de [a, b] toute famille u = (x;)7_, telle que n € N* et
a=xy<x;<..<z,=>b

— On appelle pas ou module de la subdivision u = (z;)7, le reel

(u) = max (z; —x;_,)
i€[1,n]

Exemple

Une subdivision (z;)?_, ou n un entier naturel non nul est dite a pas constant si:

b—a

Vie{0,...,n},x, =a+1i

Son module est

Définition 2

Si u et v sont deux subdivisions de [a, b] , on dit que  est plus fine que v si tout élément de v est élément de w.

Proposition 1

Pour toutes subdivisions u et v de [a, b] il existe une subdivision plus fine que w et v.

Fonctions en escalier

Définition 3

Une fonction ¢ de [a, b] dans R est dite en escalier si 'on peut trouver une subdivision u = (x;)}_, de [a, b] telle que ¢
soit constante sur chacun des intervalles |z;_;, z,[, (1 < i < n). La subdivision u est dite adaptée a la fonction .

Exemples
— Une fonction constante sur I'intervalle [a, b] est une fonction en escalier sur [a, b].
— La fonction partie entiére est une fonction en escalier sur segment [a, b] (pensez & une subdivision adaptée!).

Remarques :
1. Une fonction en escalier prend un nombre fini de valeurs. En particulier, elle est bornée.
2. Si u est une subdivision adaptée a une fonction ¢ en escalier, alors toute subdivision plus fine que u est adaptée a
®.
3. Si et ¢ sont deux fonctions en escalier sur [a.b], alors il existe une subdivision adaptée a ¢ et 1.
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Proposition 2

L’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] est un sous-espace vectoriel de I'espace des fonctions définies sur [a, b

Démonstration
Soient ¢ et ¢ deux fonctions en escalier sur [a, ).
Soient A et p deux réels.

D’apres la proposition 1 il existe une subdivision u = (x;)?_, adaptées a ¢ et 1. Donc les deux fonctions sont constantes
sur |a,; 1, ;[ Il en est de méme pour Ay + u1) (constante sur Jz;_q, z;[). Donc, u est une subdivision adaptée pour
A + pp qui est par la suite une fonction en escalier.

Les autres conditions sont faciles a vérifier !

Intégrale d’une fonction en escalier

Proposition 3

Soit ¢ une fonction en escalier sur [a,b] et u = (z;)}_, une subdivision adaptées a . Soit ¢; la valeur prise par ¢ sur
Jz;_1,x;[pouri € {1,...,n} (i.e p(x) = ¢; pour tout = €]x,_;, z;[). Alors la quantité

Z i@ — ;1)
i=1
ne dépend pas de la subdivision choisie.

Cette quantité s’appelle 1 ' intégrale de ¢ sur [a, b] et on le note:

b
[ etwiz=[
a la,b]

Démonstration

Pour toute u une subdivision adaptée a la fonction ¢, on note

n

I(p,u) = Zci(%‘ — ;)

i=1

Le but est de montrer que Vu, v subdivision adaptée a ¢, I(p, u) = I(p,v)
— Si v est plus fine que u, Elle est obtenue en rajoutant un nombre fini d’éléments a la subdivision u. Pour démontrer
que I(p,u) = I(p,v), il suffit de le démontrer dans le cas ot v a un élément de plus que u.
Soit donc u = (2;)7 €t v = (T1, .o, Tpy Yy Tppy1s o5 Tp)

Il est claire que la fonction  sur |z, y[ et |y, z,,, [ Donc :

—1

p n
I(p,v) = ci(v;—x;9) +cy(y—m,) +c,(x,01 —y) + Z ci(v; —x;q)
i1 i=p12
= Zcz(% —z; ) =1(p,u)
i—1
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— Dans le cas général:
D’apres la proposition 1, il existe une subdivision w plus fine que u et v, cette subdivision est aussi adaptée a ¢ (remarque
2). Donc on aura d’une part (¢, w) = I(p,u) et dautre part I (@, w) = I(p,v).

Par conséquent,

I{p,v) = I(p,u)

Propriétés de I'intégrale des fonctions en escalier

Proposition 4
Montrer que :

1- pour toutes fonctions en escalier sur [a, b] ¢ et 1, et pour tous réels « et 3 nous avons:

/ as0+ﬂw:a/ otB | v
(a,b] la,b] la,b]

2- une fonction en escalier positive a une intégrale positive.

3- si ¢ et ¢ sont deux fonctions en escalier sur [a, b] alors:

p<yY= o < (0
la,b] la,b]

Démonstration
1-
Soient et ¢ deux fonctions en escalier sur [a, b] et v et 3 deux réels.

Soit u = (x;)?, une subdivision adaptée a ¢ et . Si, pour i € {1, ..., n}, ¢, et d, sont respectivement les valeurs prises
par @ et ¢ sur |z;_;, x,[ alors awp + 1 est une fonction en escalier qui prend ac; + 8d; sur |z, 1, x;[.

Nous avons donc,

=a/ e+p [ ¥
[a,b] la,b]

2-

Soit ¢ une fonction en escalier sur [a, b] qui est positive et u = (z;)", une subdivision adaptée & ¢. Puisquelle est
positive, les valeurs ¢; prise par  sont positives. D’autre part, puisque pour tout ¢ € {1,...,n}, x, ; < z; (par définition

de la subdivision) alors f[a P = S cilw,—x ) >0
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3.

La fonction ¢ — 9 est une fonction en escalier positive donc son intégral est positive.

Proposition 5

Une fonction ¢ est en escalier sur [a, b] si et seulement si pour tout ¢ €]a, b], ses restrictions sur ]a, ¢[ et ], b[ le sont. Le

cas échéant,
/ p= / Plla,e T /
[a,b] la,c] [c,b]

Plle,b]
b

Démonstration
— = Soit ¢ une fonction en escalier sur [a, b] et u une subdivision adaptée & ¢. On ajoutant ¢ a la subdivision u on
obtient un subdivision v = (;);', qui est encore adaptée a ¢. Soit p I'entier naturel tel que ¢ = x,,. Alors nous
avons :
— (2y,...,¥,) une subdivision de [a, c] et puisque ¢ est constante sur chaque |z;_;, ;[ donc ¢y,  est fonction
en escalier sur [a, c]. Nous avons donc :

/ (p|[a,c] =
[a,c]

— (Zpi1, - T,,) une subdivision de [c, b] et puisque ¢ est constante sur chaque |z;_;, ;[ donc ¢y, ; est fonction
en escalier sur [c, b]. Nous avons donc :

/ Pllc,b] = Z ci(@; — ;)
c,b

[c,b] i=p+1

p
ez —x;4)
-1

i

Par suite :

n p n
/[ ’ »= Zcz(% — % q) = Zci(wz —x;q)+ Z i — ;1)

i=1 i=1 i=p+1

:/ <P|[a,c]+/ ©lle.b]
la,c] [e,b]

)

— <= Supposons que ¢y, . €t |y sont en escalier sur [a, c| et [c, b] respectivement.

Soit u = (x;)i_, (respectivement v = (x;){_) une subdivision de [a, c] (respectivement de [c, b]) adaptée a ¢y, .
(respectivement q @1, ))-

Alors, (zg,...,%, 1,2, = ¢ = Y,...,Y,) est une subdivision [a, b]. De plus  est constante sur chaque intervalle
Jz;_1, ;[ et]y;_q, y;[- Donc  est en escalier sur [a, b].

0.7.2 Fonctions continues par morceaux

Définition, exemples

Définition 4

Une application f de [a, b] dans R est dite continue par morceaux s’il existe une subdivision u = (x;)I", de [a, b] telle
que pour chaque ¢ € {1,...,n} larestriction de f a |x,_;, z;[ soit continue et admette des limites finies en z;_; et z,.
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La subdivision u est dite adaptée a la fonction f.
L’exemple suivant donne une illustration graphique d’une fonction continue par morceaux.

Illustration avec un exemple graphique :

w

4 t }
0
a=x Xs X3 Xy
Exemples
— Toute fonction en escalier est continue par morceaux.
— Toute fonction continue est continue par morceaux.
— La fonction f définie sur [—1, 1] par :
1
f(0) =0etVz € [-1,1\ {0}, f(z) = —

n’est pas continue par morceaux, car elle n’a pas de limite finie a droite et a gauche de 0.

Remarques
Comme pour les fonctions en escalier, on peut vérifier que :

— si u est une subdivision adaptée a une fonction f continue par marceaux, alors toute subdivision plus fine que u
— si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur [a, b] , alors il existe une subdivision adaptée a f et g.

est adaptée a f,

Proposition 6
Une fonction continue par morceaux sur [a, b] est bornée sur [a, b] .
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Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b]. Soit v = (x;)!_, une subdivision adaptée a f.
Pour chaque ¢ € {1,...,n} admet des limites finies en x, ; et ;. Donc la restriction de f sur ]Jz;_;,z;[ admet un

prolongement par continuité sur [z;_;, ;] qui donc borne. Par suite, f est bornée sur |z, _, x,[. Soit M, = sup, [ |

i-1>%;
En prenant M = max (M, My, ..., M,,, | f(z)], .-, | f(x)]), nous aurons Vz € [a,b], | f(z)| < M.

Par suite, f est bornée sur [a, b].

Proposition 7

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, b]. Les assertions suivantes sont correctes :
— VA, € R, A f + pg est continue par morceaux.
— fg est continue par morceaux.

Démonstration
Soit w = (x;)}_, une subdivision adaptée a f et g.

Les restrictions des fonctions f et g a chacun des intervalles |z, ,, ;[ sont continues et admettent des limites finies en
x,;_; et x,, donc il en est de méme pour \f + ug et fg. Les fonctions A f + pg et fg sont donc continues par morceaux
sur [a, b].

Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Théoréme (admis)

Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] . Pour tout réel € > O :
— il existe une fonction en escalier 6 telle que | f — 6] < e
— il existe des fonctions en escalier ¢ et v telles que :

p<f<tetp—p<e

Notations : Dans ce qui suit, pour une fonction continue par morceaux f nous allons adopte les notations suivantes :
— &T(f) ensemble des fonctions en escalier plus grandes que f.
— &7 (f) l'ensemble des fonctions en escalier plus petites que f.

Proposition 8

Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b]. Alors :
— { f[a . olp e & ( f)} admet une borne supérieure,

— { f[a’b] Yl e ET(f )} admet une borne inferieure,

de plus,
up{/ olo e €(f)} - inf{ Wl e 6+<f>}
] ]

Démonstration
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Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b]. Donc { f(x)|x € [a,b]} est une partie non vide de R bornée donc
admet une borne supérieure et une borne inferieure. Soit m = infj, fetM = SUpy, 4 f.

— Les deux fonctions constantes m et M sur [a, b] sont aussi continues par morceaux sur [a, b]. { f[a . olp € E(f)
est donc une partie de R non vide majorée (par M (b—a)). Alors, elle posséde une borne supérieure (o). De méme,
{ f[a . Yl e EX(f )} une partie de R non vide minorée donc possede une borne inferieure ().

— Toute fonction ¢ € £~ (f) est inférieure a toute fonction ¢ € ET(f). Par suite :

wé/ (U
la,b] la,b]

Fixons ¢ € £7(f). L’ensemble { f[a’b] wlp € & ( f)} est majoreé par f[a,b] 1. Alors nous avons forcement o < j[‘a,b] P
et ¢a pour tout 3 € £ (f). Donc « est un minorant de {f[a’b] Yl € é’+(f)}. Par conséquent, o < f3.
Donc

a<p

— soit € > 0. En utilisant le théoréme précédant, il existe deux fonctions en escalier p € £ (f) et ¢ € ET(f) tel
que Y — ¢ < e.
Donc f[a}b] W — f[a)b] 0 < f[a’b] e=¢e(b—a)

donc0 < p—a<elb—a)
Et ca pour tout € > 0.

Donc o = /3.

Définition
Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b].

On appelle intégrale de f sur [a, b] le réel
f=8up{/ <p|<p€5(f)} =Wf{ ¢|¢65+(f)}
la,b] la,b] [a,b]

Question : Comparer 'intégrale d’une fonction en escalier avec son intégral en tant que fonction continue par morceaux.

Indications pour la réponse
— Une fonction en escalier est continue par morceaux ;

— si f est une fonction en escalier, alors f € {f[%b] olp € Ef(f)} etfe {f[a,b] Y|y € E*(f)}.

Nous avons vu que si f une fonction continue par morceaux sur [a,b], alors f est bornée. Soient m =
inf{f(z)|x €la,b]} et M = sup{f(x)|x € [a,b]}. m et M sont donc des fonctions en escalier sur [a, b]. Leurs
intégrales sont respectivement m(b — a) et M (b — a).

Et puisque m < f < M, nous avons m(b — a) < f[a . f<M(@b-—a).

L1 .
Donc, la quantité P f[a . f est comprise entre m et M.
—a Jla,

Définition

1
Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b]. La quantité P f[ . f s’appelle la valeur moyenne de f.
— q “la,
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0.7.3 Propriétés de l'intégrale

Proposition (linéarité)

Soient f;, f5 deux fonctions continues par morceaux sur [a, b], Ay, Ay € R. Alors :

/[]<A1f1+A2f2>=A1 x| g
a,b

la,b] la,b

On dit que I'intégrale est une forme linéaire sur I'espace vectoriel des fonctions continues par morceaux sur [a, b].

Démonstration
— Soient € > 0 et f est une fonction continue par morceaux, alors il existe  est fonction en escalier telle que
|f—0)<e.Onaf—e< f<0+e Alors

/ (9—6)3/ fg/ 0 +e)
[a,b] la,b] la,b]

[
[a,b] [a,b]

— Maintenant, soient f; et f, deux fonctions continues par morceaux sur [a, b, ainsi que \;, A, deux réels.
Pour € > 0 quelconque, il existe 6, 6, deux fonctions en escalier telles que :

et donc

< (b—a)e

Ify =011 <e et |fy—0y] <e

Ce qui entraine

/ fi— 0] < (b—a)e
la,b] la,b]

et
/ fzf/ 0| < (b—a)e
la,b] la,b]
Donc
Ml f= e <o o
la,b] la,b]
et

w/ foe | 8| < Nlb—a)e
la,b] la,b]

Donc (puisque I'intégrale sur les fonctions en escalier est linéaire)

)‘1/ fl_/ Ay < (b —a)e
la,b] la,b]

et

/\2/ fzf/ Ay < [Ag](b—a)e
la,b] la,b]
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Par suite
A Jit+ X Ja— (/ >\191‘|‘/ )\292) < (M +1A2)(b—a)e
la,b] la,b] la,b] la,b]
On pose
F=MI+ XSy et =70, + A0,
Ona

|f =01 < My — 011+ Aol fa — O] < (IA] + [Ag])e

Et par suite

< (b= a)([M] + [Ag])e

L=l
la,b] la,b]

On pose
la,b] la,b] la,b]
et
a-|f f—(& fitds [ f2>
[a’b] [a7b] [a,b]
Alors
A= f—I+I—<)\1 f1+)\2/ fz)
la,b] la,b] la,b]
< f—I+I—<)\1 f1+)\2/ f2>
la,b] la,b] la,b]
< 2(b — a)([A| +[Ag)e

On en déduit
Ve > 0,A < 2(b— a)(]Ay] + A

Ce qui prouve que A = 0 et donc

=\ f1 +/\2/ fa
la,b] la,b]

[a,b]

Deux fonctions continues par morceaux sur I'intervalle [a.b] qui sont égales sauf en un nombre fini de points ont la méme
intégrale car leur différence, qui est nulle sauf en un nombre fini de points, est une fonction en escalier dont 'intégrale est
nulle.

Proposition (relation de Chasles)
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Soit ¢ € [a, b] et f une fonction définie sur [a, b].

La fonction f est continue par morceaux sur [a, b] si, et seulement si, ses restrictions a [a, c] et & [c, b] sont continues par

morceaux, et 'on a alors :

/ f:/ f\[a,c] +/ f|[c,b]
la,b] la,c] le,b]

Démonstration

Soit ¢ € £~ (f) (une fonction en escalier plus petite que f).
Onay,q €€ (flae) et Qe € E (fle)-

Par suite
/ p= / <P|[a,c]+/ Plle.b)
la,b] la,c] [e,b]

< f|[a,c] +/ f\[c,b]
la,c] le,b]

Le réel f[a’c] fitae + j[é,b] fifcp) €st un majorant de de {j[’a’b] 0| e é’_(f)}.

Donc il est plus grands que sa borne supérieure ( f[a 0 f). Ce qui donne
/ f S / f\[a,c] + / f|[c,b]
la,b] la,c] [e,b]

Soit ¢ € £7(—f) (une fonction en escalier plus petite que — f).
Onay, g € E (—fla) et Pes € E (—fien)

Par suite
/ Y= / Plla,c] +/ Plle,b]
la,b] la,c] le,b]

s

< / _f|[a,c] + / _f|[c,b]
la,c] [e,b]

En applique les mémes étapes pour — f

)

Le reel f[%c} ~fifag + f[.c,b] — fije,p) €st un majorant de de {f[a,b] v | pe é’*(—f)}.

Donc il est plus grands que sa borne supérieure ( j[’a b f). Ce qui donne

/ _fg/ _f\[a,c] +/ _f\[c,b]
[a,b] [a,c] [C,b]

Et d’apres la linéarité de I'intégrale nous avons

/ fZ/ f\[a,c]+/ fiep)
la,b] la,c] le,b]

0.7. Intégration
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En fin

/ f:/ f\[a,c] +/ f|[c,b]
la,b] la,c] le,b]

Remarque :

Soient f une fonction continue par morceaux sur [a,b], et u = (z;);e(1,.. .} une subdivision adaptée a f. Pour i €
{1,...,n}, notons f; la fonction continue sur [z, ;,x,] tel que V& €]z, 1, x,[, f;(x) = f(x). Alors d’aprés la relation

de Chasles :
n n
[ =] =]
[a,b] i=1 Y[z, 1,7 i=1 Y[z

i—1:%;)

Quelques inégalités

Proposition
— Une fonction positive et continue par morceaux a une intégrale positive.
— Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur [a, b] alors:

fégzs/ fﬁ/ g
la,b] la,b]

Démonstration
— Si f est une fonction continue par morceaux et positive alors la fonction nulle (qui constante donc en escalier)
appartient 2 £~ (f). Donc son intégrale (qui vaut 0) est inférieure a I'intégrale de f. Par suite f[a . f>0.

— On applique le résultat préceédent a g — f puis on utilise la linéarité de I'intégrale.

Théoréme

Si f est continue par morceaux sur [a, b], alors | f| est continue par morceaux sur [a, b] et:

Lb]f gévb]lfl

Démonstration

Soient f une fonction continue par morceaux sur [a,b] et w = (z;)7_, une subdivision adaptée a f. Alors, pour tout
i € {1,...,n} larestriction de f sur chacun des intervalles |z;_;, x,[ est continue et admet des limites finies en x,_; et
;. Il en est de méme pour |f| d’aprés les propriétés des limites. Donc | f| est une fonction continue par morceaux sur
[a, b].

Nous avons —|f| < f < |f] donc

Ab]f'gé,b]fgé,bl'f
Lﬂf géb]lfl
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Proposition (Inégalité de la moyenne)

Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur [a, b], alors:

/ fg
[a,b]

< sup | f| lg]
la,b] [a,b]

Démonstration

Soit M = supy, ;| f|. Nous avons

Va € [a,b], [f(z)g(2)| = [f(2)l|g(x)] < Mlg(z)|

/ fg
la,b]

Donc

< / fal< [ Mlgl=m [ g
la,b] la,b] la,b]

Corollaire

Si f est une fonction continue par morceaux sur [a, b], alors:

[

< (b—a)sup|f]
[a.b]

Démonstration

En pose g = 1 est on applique I'inégalité de la moyenne.

Théoréme (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur [a, b], alors:

2
( / fg) < / f? / g2
la,b] la,b] la,b]

Démonstration

On pose

POV = [ texr=x [ gan | g [ g
la,b] la,b] la,b] la,b]

P est donc une fonction polynomiale de degré au plus égale a 2 qui est positive pour tout A € R.
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— Si f[a . g? = 0, alors la fonction P ne peut pas changer de signe (car elle est positive) donc ne peut pas étre de
degré 1. On en déduit f[a . fg=0

2
Donc <J[1a,b] fg) =0= f[a,b] r? J[‘a,b] g

— Sinon, P est polynome de degré 2 qui positif pour tout A € R. Son discriminent

2
(L) L L)
2
(L,b] fg) - va] a 4,17] d

On peut écrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz comme suit :

L= (L) (L)

est donc negatif. Ce donne

Cas des fonctions continues

Théoréeme

Une fonction continue et positive sur [a, b] est nulle si, et seulement si, son intégrale sur [a, b] est nulle.

Démonstration

Soit f une fonction continue et positive sur [a, b].

Si f est nulle alors son intégrale est nulle.

Montrons maintenant, que si I'intégrale de f est nulle alors f est la fonction nulle.

Par absurde, on suppose que f n’est pas nulle. Donc il existe (au moins) ¢ € [a,b] tel que f(c) # 0 et puisque f est
positive f(c) > 0.

1- Si ¢ €]a, b[. Puisque la fonction est continue en ¢ alors pour tout € > 0 il existe a > 0 tel que Vx € [a,b], |z —c| <

o= |f(@) - f(z)| <
fz)
2

On pose € =

alors il existe o > 0 tel que pour tout x € [a,b], x €]c —a,c+ a[= f(z) < f(c) —e > 0.

a—+c b+e¢
;¢ — @),y = maz(

2
va] = Lﬁ] - /[/3,v] - L»b] !

On pose 8 = max( ,c+a).Ona
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2-Sic = aouc = b.Lafonction f est continue en c et f(c) > 0. Donc elle est strictement positive au voisinage de c.
Ceci dit, il existe un réel d €]a, b| tel f(d)>0. On répete les mémes étapes précédentes mais cette fois avec d et on aboutit

a f[a’b] f>0
Ce qui est absurde.

Donc f est nulle.

Avertissement: Les deux hypothéses (continuité et positivité) sont nécessaires pour que le résultat soit vrai.

Corollaire

Si f et g sont deux fonctions continues sur [a, b], alors:

2
(L) =L L

Si et seulement si, f et g sont proportionnelles.

Démonstration
— Si f et g sont proportionnelles, donc il existe A € R tel que f = Ag ou ¢ = Af. Supposons par exemple que

f=2g.
Alors,

Supposons maintenant que

On pose

POV = [ gergr=x [ g o[ p
la,b] la,b] la,b] la,b]

— i ) g2 = 0 alors g2 est nulle (puisqu’elle est continue est positive avec intégrale nulle) donc g est nulle. Donc

g =0 x f.Parsuite f et g sont proportionnelles.
— sinon, le polyndme P a un discriminent nul. Donc il existe A, tel que P(\;) = 0.
Donc P(\) = f[a,b] (f + Xog)? = 0. La fonction (f + \yg)? est continue et positive avec intégrale nulle donc elle est

nulle. Par suite f = )\,g. Les deux fonctions sont proportionnelles.
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Invariance par translation

Proposition

Soient f une fonction continue par morceaux sur [a,b] et o un réel. La fonction f,, définie sur [a + «,b + «] par
fo(2)f(z — ) est continue par morceaux sur [a + a, b + «]. De plus :

la b la+a, b+a

Démonstration

On va dabord montrer le resultat pour une fonction en escalier pouis, pour une fonction continue par morceaux.

— Si f est une fonction en escalier sur [a, )] :
soit u = (x;)I, une subdivision adaptee a f. Alors on peut facilement montrer que la famille (y;)", avec y; = z; + «
est une subdivision de [a + a, b + af.

Si f prend la valeur c; sur |z;_q, z;[ alors f,, vaut aussi ¢; sur |z;_; + o, x; + «[. Donc f,, est une fonction en escalier
sur [a + a, b+ a.

De plus,
n n
/ = —Yi1)¢ = Z(mz — T 1)¢; = f
[a+a,b+a] —

Maintenant si f est continue par morceaux,
soit u = (x;)?_, une subdivision adaptee a f. La famille (y,)? , avec y; = x; + c est une subdivision de [a + c, b + a.

f est continue sur |x,_;, z;[ est admet des limites finies en x,_; et x,. Donc, f,, est continue sur |y, 1, y;[=|z,_, +
a, x; + af est admet des limites finies en y,;_; et y,. Donc f,, est continue par morceaux sur [a + o, b + a].

sip € & (f) donc ¢ < fdonc g, < f,
donc {¢, [ €& ()} €& (fa)
D’autre part, si ¢ € £~ (f,,) donc il existe ¢ € £ (f) telle que ¥ = ¢,

Donc, & (f,) ={va | p€E(f)}

Par suite
/ fa—sup{/ "y we£<fa>}
lata,b+a] lat+a,b+a]
= o €& (f
sup {Lm,bw o | @ ( )}
= sup ¢ | weé’(f)}= f
{4,17] [a,b]

Soient 7" > 0 et f une fonction T'-périodique et continue par morceaux sur une période et donc sur tout segment de R.
Nous avons :
Va € R, / f= f
la,a+T) [0,T]
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0.7.4 Fonctions continue par morceaux sur un intervalle

Dans cette partie, I désigne un intervalle de R.

Définition
Soit f une fonction définie sur 7. On dit que f est continue par morceaux sur [ si elle est continue par morceaux sur tout
segment de I ([a,b] avec a,b € T et a < b).

Exemples

1- Une fonction continue sur I est continue par morceaux sur I. 2- La fonction x — = — F/(z) est continue par morceaux
sur R. 3- La fonction f définie sur R par :

f(0) =0etVa e [-1,1]\ {0}, f(x) = %

n’est pas continue morceaux sur R puisque elle nest pas continue par morceaux sur [—1, 1]. Cependant, elle est continue
par morceaux sur R’ et R* car elle continue sur chacun de ces intervalles.

Notations

Soient f une fonction continue par morceaux sur un intervalle 7, ainsi que a et b deux éléments de I (a partir de maintenant,
on a pas nécessairement a < b) On adopte les notations suivantes:

—sia<b, [ floydz=f |
—sia>b, [ fl@)de=—f f
— siazb,fabf(ﬂﬁ)dxzo

Avertissement: Le résultat :

ng:»/abfm)dxs/abg(x)dx

n’est pas valide que lorsque a < b.

Proposition (Relation de Chasles)

Si f est continue par morceaux sur un intervalle I, alors :

b c b
Ya,b,c €1, /f(x)dm:/ f(m)dx+/ f(z)dx

Démonstration

Nous allons traiter le casoua =b=c,a <c<beta <b<c.Lesautrescasd (b <a<c,b<c<a,c<a<bet
¢ < b < a) sont similaire aux deux premiers cas.
— si a = b = c chaque intégrale vaut 0, le résultat est donx trivial.
— sia < ¢ < b, cest le cas qu’on a vu dans la proposition de la Relation de Chasles pour le cas d’une fonction
continue par morceaux sur [a, b].
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— sia < b < ¢, on applique la méme proposition (Relation de Chasles) pour f qui est continue par morceaux sur

[a, c].
/ac flz)dx = /ab f(x)dz + /bC f(x)dx

Donc

Or fbc flx)dz = — fcb f(x)dz. Donc

c b c
/a f(x)dx:/a f(x)dx—/b f(z)dx

/abf(x)dx - /acf(x)dx—i—/cbf(x)dx

Et par suite

Proposition

Si f est continue par morceaux et bornée sur I, on :

/ab flz)dz

Ya,bel, < |b— a|sup;|f]

Démonstration
Nous avons 3cas:a =b,a <beta > b.

1- si @ = b alors $\lefth\int_a’b f(x)dx\rightl = O, le résultat est immédiat.

2-si a < b, la fonction f est continue par morceaux sur [a, b]. Donc, nous avons ‘ j[’a 8 f ’ < (b—a)supy, 4| f|
b

Done [} f()da| < (b — )supy, ||

Or sup, y|f| < sup;|f]

Donc, ‘fab f(x)dx‘ < (b—a)sup;|f]

3-sia > b, en applique les mémes étapes précédentes pour la fonction f est continue par morceaux sur [a, b] et on regoit
a
| f(2)de| < (b— a)sup,|f]

Et puisque j;b f(x)dz = —fba f(x)dz donc ‘fab f(x)dx‘ = ‘—fba f(a:)d:z:‘ = Uba f(z)das|.

En fin,

[} fl@)da| < (b—a)sup|f|
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0.7.5 Primitive et intégrale des fonctions continues

Dans tout ce qui suit, I désigne un intervalle de R contenant au moins deux points distincts.

Primitive d’une fonction continue sur un intervalle

Définition
Soit f est une fonction de I dans R continue sur I. On appelle primitive de f sur I toute fonction de I dans R, dérivable
sur I et dont la dérivée est f.

Proposition
Soit f est une fonction de I dans R continue sur 1.

Si F est une primitive de f sur I, alors les primitives de f sur I sont les fonctions F' 4+ X avec A € R.

Démonstration
Les fonctions F' + A sont dérivables sur [ est leurs dérivées valent f. Donc F' + A sont des primitives de f.

Soit G une primitive de f donc G — F' a une dérivée nulle sur /. Donc G — F' est une constante sur /.

Primitives usuelles

Les deux tableaux suivants contiennent les primitives des fonctions usuelles :
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Fonction ‘ Primitive | Domaine de définition ‘
axr #* L axT 0]
e™ avec a € R —e™ R
a
'.E’{T+J'
N .
% aveca e R\ Z _— R
\ a4+ 1 +
'I‘”_l
" avecneZn < —1 —_— R*
n 41
'I‘”_l
" avec n € N _ R
n+1
1 .
— In |z| R
r
cosh z sinh = R
sinh = cosh z R
tanh = In cosh = R
1 .
cothr = ——— In [sinh R
) tanh
——— =1- tanh? x tanh = R
cos% T
———— = coth?z — 1 — coth x R*
sinh” z
CcoS T sin R
sin —CcOoST R
- o
tan x —In|cosz cRz# 3 mod 7
1 . -
cotan x = In[sinz R\ Zmw
tan x
- - o
—  —1+4tan’z tan = cERr#Z — modrw
2 7 9
Cti)S T 2
———— = 1 + cotan 2y —cotan = R\ Zm
sin® =
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Fonction Primitive Domaine de définition
T
R — arcsin x —1:1
— |- 1:1]
1 .
1+ 2 arctan = R
1 1 1+ e
1 _11"2 2 n 1—=x RA{-1:1}
— | In(z+vVz2+1) R
Vel il— 2 '
‘ In ‘;:‘f +Va? — 1‘ | — o0; —1[Us |15 400
2 —1 )

Exemple

Les primitives d’une fonction polynomiale de la forme

sont de la forme F' + X avec:

Théoréme fondamental

Proposition

Soient f une fonction continue par morceaux sur et ¢ un point de I. La fonction F, définie par :

Fw) = [ s

est continue sur

Théoréeme

Soient I une fonction continue de I dans R et a un point de /. La fonction F, définie par :

Ew = [ s

est une primitive de f sur I. C’est I'unique primitive qui s’annule en a.
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Corollaire

Soient f une fonction continue sur I, ainsi que « et 3 deux fonctions dérivables sur un intervalle J et a valeurs dans /. La
fonction définie sur J par :

est dérivable sur J et sa dérivée est:

Exemple
— Si f est une fonction continue par morceaux sur R et périodique de période 7', alors:

z+T
o) = [ s
est indépendante de x (constante), car:

§(@) = fz+T) = f2) =0

Proposition

Soient f une fonction continue par morceaux sur / et a un point de . Si F' est une primitive de f sur I, ona:

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a)

Exemple

b 1
/ eQrdx — 5(eQb _ 62(1)

™
/ sinzdr = —cosmw + cos0 = 2
0

— Soit f(z) = ax + B. Une primitive de f est z %:ﬁ + px, donx:

b
/ flx)da = %(b2 —a®)+B(b—a)= (b—a)w

Corollaire

Si f € C(I)(dérivable et sa dérivée est continue), alors pour a,x € I on a:

f(2) — fla) = / £ (bt

Notations :
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— Dans ce qui suit, on va noter la différence de la fonction F' entre a et b : [F'(x)]%. Ceci dit,
b
[ @de = P - Fla) = (@),

— Lorsque f est une fonction continue, la notation f f(x)da représente une primitive quelconque de la fonction f

([ f(z)dz = F(x) = Cst).

0.7.6 Méthodes de calcul des primitives

Intégration par parties

Proposition

Si u et v sont deux fonctions de classe C! sur le segment [a, b], on a:

b ) b
/ u(t)v (t)dt = u(b)v(b) — u(a)v(a) —/ u (t)v(t)dt

Démonstration
Si u et v sont deux fonctions de classe €1, alors wv est aussi de classe C1.

Donc

La formule d’intégration par parties est en général utilisée pour:
— ¢éliminer une fonction transcendantes dont la dérivée est plus simple comme par exemple les fonctions
In, arcsin, arctan, ...
— calculer une intégrale par récurrence.

Exemples

1-sur R} ona:

/ 1
/lnxdx:/(x) lnxdx:xlnx—/a:f =zlnz =z + Cst
x
2- Sur R on a:
T 1 9
arctan xdx = xarctans — | ——dx = xarctanz — = In(1 + 2°) + Cst
1+ a2 2

3 - Pour calculer [ z%e®dx, on peut intégrer I'exponentielle et dériver le polyndme:

/xQexdx = z%e® — Z/xe”da:
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puis recommencer:

/xe””dx = ze® — /ewdx

/xQeIdx = 22e® — 2(xe” — /e””d:r) = 2% — 2ze® + 2e® + Cst

ce qui donne:

Changement de variable

Proposition

Soient I et .J deux intervalle de R, ainsi que f une fonction continue de I dans R et ¢ une fonction de classe €' de .J dans
1. Si a et B sont deux éléments de J, on a :

»(B) B ,
/ ﬂmﬁ=/’ﬂwmw<wm
(o) o

Démonstration

Comme f est continue sur I, elle possede une primitive £ et I'on a:

»(B)
/;)ﬂﬂﬁ=Fwww—F@mD=Foﬂ@—Foﬂ®

Drautre part, puisque les deux fonctions F et varphi sont de classe €' donc F o ¢ est aussi de classe C*

Donc on peut écrire : F'o () — F o p(a) = F(p(5)) — F(p(a)) = faﬁ(F o) (u)du.
Par suite :
B ’
F(o(8) — Fe(a)) = [ (F o) (wdu

ﬁ ’ ’
=/ Fww»¢wmu

B 7
:/'ﬂﬂwwwmm

Remarques :
— la formule de changement de variable n’est que la formule de dérivation d’une fonction composée lue a 'envers.
— Quand on utilise la formule de changement de variable avec les notations vues dans la proposition, on dit que I'on
effectue le changement de variable ¢ = ¢ (u) (d’oli I'appellation changement de variable). On remplace alors ¢ par
o(u) et dt par la différentielle ¢’ (u)du, ce qui rend le calcul assez naturel.
— il faut faire attention lors de I'application de cette méthode, les bornes de I'intégral doivent étre changées.
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Exemples

1- Pour calculer I'intégrale :

On pose t = sin u, donc

[SE]

[

2- Pour calculer I'intégrale

On pose ¢t = u2, donc :

[ Vi [ Vi - e

2 .9
sin” u cos udu
0

1
sinucos udu = / t2dt
0

2
/ V4 — w2udu
1

4
1

=V3

0.7.7 Exercices
Exercice 1

Trouver les primitives suivantes :
— a) [(22? + 3z — 5)dx
— b) [(z—1)dz
1— 2
— 0 f (\/;)dx
T +3
— d) f

d
r+1 .

Exercice 2

Calculer :

— a) [2v1+ zdx
— b) [23e*"dx
— ¢ [2%n(z)dx

Exercice 3

Soit f une fonction continue de [a, b] dans R telle que:

Vz € [a,b], fla+b—2x) = f(z)

Montrer que :

/ab:cf(x)dz - “;b /abf(x)dx
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Exercice 4

En utilisant la reconnaissance de forme déterminer toutes les primitives des fonctions suivantes :

e3ac
- g(l‘) = 1 +€3x
— hiz) = lna(:x)
— k(x) = cosl(a:)sin2(x)
— lz) = zln(x)

— m(x) = 3zv1 + a2

Exercice 5

— Calculer I,, = [ In"(z)dz pour n = 0; 1; 2.

— Calculer I, en fonctionde I,,_;.

Exercice 6

Calculer avec deux méthodes (reconnaissance de la forme et changement de variable) les primitives de la fonction sui-

vantes :
— f(x) = cos'?¥*(x)sin(x)
()=
— 9= xln(x)
Exercice 7

Calculer les intégrales suivantes :
— J;? wsin(x)dz (par parties)
1 e

— ——— (changement de variable
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